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和 


经 过 长 期 的 发 展 ,现代 数学 不 仅 形成 了 一 个 分 支 众 多 的 、 庞 大 的 、 自 身 完美 
的 理论 知识 体系 ,而 且 成 为 科学 技术 研究 不 可 缺少 的 工具 , 它 在 众多 的 科学 技术 
领域 中 的 作用 毋庸 置疑 . 随 着 当今 计算 机 技术 和 其 他 的 高 新 技术 的 发 展 以 及 数 
学 核心 领域 的 扩张 ,数学 的 空前 广泛 的 应 用 以 及 计算 机 技术 与 数学 更 加 紧密 的 
结合 与 相互 影响 ,使 得 现代 数学 方法 在 科技 领域 与 国民 经 济 领 域 发 挥 越 来 越 重 
要 的 作用 , 现代 数学 的 研究 与 应 用 越 来 越 受 到 高 校 科研 工 作者 的 关注 与 重视 . 

鉴于 我 国 现行 的 数学 教学 中 ,全 面 系统 地 介绍 现代 数学 基础 理论 知识 的 教 
材 和 参考 书 相对 缺乏 ,特别 是 其 中 少 有 适用 于 理工 科 类 的 高 年 级 本 科 生 和 研究 
生 的 书籍 , 针对 高 校 一 般 的 理工 科 类 学 生 的 现状 ,本 书 编者 们 一 致 认为 很 有 必要 
开设 一 门 能 够 较 系统 、 较 全 面 地 介绍 现代 数学 内 容 的 基础 课程 ,以 提高 在 校 学 生 
特别 是 研究 生 的 现代 数学 的 素质 和 培养 创新 思维 的 能 力 ,增强 他 们 运用 数学 知 
识 分 析 解 决 实际 问题 的 能 力 . 

本 书 是 一 本 概论 性 的 现代 数学 教材 ,重点 介绍 与 科学 技术 密切 相关 的 一 些 
重要 的 现代 数学 与 应 用 数学 的 分 支 的 基本 概念 和 方法 ,为 读者 将 来 更 加 深入 地 
学 习 和 运用 现代 数学 知识 打下 一 定 的 基础 . 本 书 由 成 都 理工 大 学 魏 贵 民 教 授与 
该 校 数 学 教学 部 ,信息 与 计算 科学 系 和 应 用 数学 系 的 主要 专业 骨干 教师 合 著 而 
成 ,他 们 在 相应 领域 参与 科学 研究 和 教学 工作 多 年 ,为 本 书 的 编写 质量 提供 了 有 
力 的 保障 . 

全 书 分 七 篇 编写 ,主要 包括 : 实 变 函 数 、 一 般 拓 扑 学 `. 泛 函 分 析 、 抽 象 代数 .人 
工 神经 网 络 , 小 波 变换 、 分 形 理论 及 其 应 用 ,编写 者 为 : 魏 贵 民 、 曹 金 文 , 魏 友 华 、 
刘 锐 、 范 安 东 、 王 权 锋 、 余 海洋 . 前 四 篇 从 分 析 、 几 何 .代数 等 的 角度 介绍 了 现代 数 
学 的 基本 内 容 , 后 三 篇 介绍 了 与 现代 科技 密切 相关 的 一 些 现代 应 用 数学 内 容 , 同 
时 各 编者 都 给 出 了 相应 的 理论 在 实际 工程 中 的 应 用 实例 ,以 帮助 读者 更 好 地 理 


解 和 掌握 有 关内 容 ,这 也 是 本 书 的 特色 之 一 . 本 书 涉及 内 容 不 但 在 数学 科学 中 占 
。1 。 


有 相当 重要 的 地 位 ,而 且 在 不 同 的 科学 领域 中 也 有 着 广泛 的 应 用 . 

在 编写 过 程 中 ,各 编者 取材 广泛 ,论述 严谨 ,重视 基础 ,结构 合理 ,深入 浅 出 . 
该 书 可 作为 高 校 理 工科 类 的 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 的 现代 数学 教材 和 参考 书 ， 
也 可 供 科 研 工 作者 参考 使 用 . 

限于 编者 水 平 , 书 中 难免 会 出 现 一 些 错漏 和 不 妥 之 处 ,还 望 有 关 专 家 和 读者 
批评 指正 . 


编 者 
2007 年 3 月 于 成 都 理工 大 学 


第 一 篇 实 变 函数 


第 一 章 … 1 
第 一 节 集合 及 其 运算 … 2 
第 二 节 集合 的 势 … 4 
第 三 节 可 数 集合 … 5 
第 四 节 不 可 数 集合 … 7 
习 题 1-1 让 10 

第 二 章 ” 欧 氏 空间 中 的 点 集 ， 12 
第 一 节 欧 民 空间 pe 12 
第 二 节 内 点 聚 点 边界 点 13 
第 三 节 开 集 闭 集 完备 集 …… 15 
第 四 节 直线 上 的 开 集 、 闭 集 、 完 备 集 的 构造 18 
习题 1-2 中 19 


第 三 章 ” Lebesgue 测度 ， 
第 一 节 外 测度 ”内 测度 
第 二 节 “可 测 集 ee 
习题 1-3 eeeeoe 

第 四 章 “可 测 函 数 
第 一 节 ”可 测 函数 及 其 性 质 … 
第 二 节 “可 测 函 数 的 构造 


… 30 
… 33 


第 三 节 ”可 测 函 数列 的 收敛 性 »» 35 
相交 .38 
第 五 章 ”Lebesgue 积分 PP .. 39 
第 一 节 ” Lebesgue 积分 的 定义 … … 39 


第 二 节 “Lebesgue 积分 的 性 质 pp 
第 三 节 ”Riemann 积分 与 Lebesgue 积分 的 关系 


第 四 节 ”一 般 可 测 函 数 的 Lebesgue 积分 
第 五 节 逐 项 积分 定理 
第 六 节 Fubini 定理 … 
第 七 节 Lebesgue 不 定 积分 ten， 
第 八 节 Lebesgue-Stieltjes 测度 与 积分 


第 二 篇 一 般 拓扑 学 


第 一 章 度量 空间 … 


第 一 节 度量 空间 

第 二 节 度量 空间 的 点 集 ……… 73 
第 三 节 连续 映射 与 拓扑 映射 77 
第 四 节 列 紧 度量 空间 pe 


第 五 节 完备 度量 空间 ， 


习题 2-1 ee 


第 一 节 ”拓扑 空间 的 概念 、 
第 二 节 ”连通 性 
第 三 节 分 离 性 … 
第 四 节 可 数 性 
第 五 节 紧 致 性 … 


第 三 篇 泛 函 分 析 


第 一 章 。 Banach 空间 及 其 上 的 算 子 pe 
第 一 节 赋 范 线性 空间 与 Banach 空间 
第 二 节 有 界线 性 算 子 
第 三 节 有 界线 性 泛 函 与 共 示 空间 
2。 


第 四 节 “ 闭 图 像 定理 与 有 界 北 算 子 定理 站 pe 143 
第 五 节 紧 算 子 pe 
第 六 节 ”压缩 映射 定理 … 
习题 3-1 om 
第 二 章 Hilbert 空间 … 
第 一 节 ”内 积 空间 与 Hilbert 空间 …* 
第 二 节 内 积 空间 中 的 正 交 与 投影 …。 
第 三 节 ， 内 积 空间 中 的 Fourier 级 数 
习题 3-2 TT 


第 四 篇 抽象 代数 


第 五 篇 “人 工 神经 网 络 


第 一 章 “概述 站 ee 235 
人 工 神经 网 络 的 发 展 与 现状 … .235 

人 工 神 经 元 模型 .237 

人 工 神经 网 络 的 表 .240 

网 络 结构 及 工作 方式 … .241 

人 工 神经 网 络 的 学 习 ，…pwe 

人 工 神 经 网 络 基本 模型 及 算法 … 


贰 习 寺 圭 堪 


雪人 


… 245 


第 四 节 HP 网 络 模型 
第 三 章 ”人 工 神经 网 络 设计 与 应 用 
第 一 节 人 工 神 经 网 络 在 手写 体 汉 字 识 别 中 的 应 用 
第 二 节 人 工 神经 网 络 在 通讯 信号 处 理 中 的 应 用 
第 三 节 人 工 神经 网 络 在 自动 控制 中 的 应 用 … 
参考 文献 ee 


* 257 
* 259 
* 263 


第 六 篇 小 波 变 换 


… 274 


第 一 章 “Fourier 变换 ee 
第 一 节 ”Fourier 级 数 
第 二 节 连续 Fourier 变换 
第 三 节 离散 Fourier 变换 和 谐 函数 的 近似 计算 … 
第 四 节 窗口 Fourier 变换 ee 

第 二 章 ”小 波 变换 ……………… 
第 一 节 ” 自 适 应 窗 函 数 的 设计 
第 二 节 ”小波 、 小 波 变换 的 定义 与 条 件 … 
第 三 节 “小波 变换 的 自 适应 时 一 频 窗 
4 。 


* 274 


… 279 
… 281 
… 289 
… 289 
… 290 
… 293 


第 四 节 离散 小 波 变换 及 其 频带 特性 eeeeeeeeeeeeeee 
第 三 章 ”小 波 变 换 应 用 实例 ……………………… 

第 一 节 ”小波 变 换 在 信号 处 理 与 检测 中 的 应 用 

第 二 节 小波 变 换 在 语音 信号 处 理 中 的 应 用 
参考 文献 … ee 过 


第 七 篇 ”分 形 理论 及 其 应 用 


第 一 节 经 典 分 形 图 形 … 
第 二 节 现实 中 的 分 形 … 
第 二 章 分形 的 分 维 … 


第 六 节 Hausdorff 维 … 329 
第 七 节 分 形 的 概念 331 
第 三 章 分 形 的 生成 … 333 
第 一 节 分形 空间 … 333 
334 


第 二 节 ”压缩 映射 与 IFS 
第 三 节 分 形 曲面 插值 
第 四 章 分 形 的 应 用 pp 


第 一 节 ”确定 地 球 化 学 元 素 异 常 下 限 … 342 
第 二 节 ”用 分 形 研 究 元 素 的 共生 组 合 性 346 
参考 文献 … so so osossnone 348 


a 


纯粹 数学 在 20 世纪 得 到 了 巨大 的 发 展 ,产生 出 令 人 惊异 的 成 就 . 更 高 的 抽 
象 化 是 20 世纪 纯粹 数学 的 主要 趋势 或 特征 之 一 . 集合 论 观点 与 公理 化 方法 在 
20 世纪 逐渐 成 为 数学 抽象 的 范式 ,他 们 相互 结合 将 数学 的 发 展 引 向 了 高 度 抽象 
的 道路 ,导致 了 20 世纪 上 半 叶 实 变 函 数论 、 泛 函 分 析 、 拓 扑 学 和 抽象 代数 等 具有 
标志 性 的 四 大 抽象 分 支 的 崛 兴 . 这 四 大 分 支 所 创造 的 抽象 语言 ,结构 及 方法 ,又 
渗透 到 数论 ,微分 方程 论 、 微 分 几何 .代数 几何 、 复 变 函 数论 及 概率 论 等 经 典 学 科 
中 ,推动 它们 在 抽象 的 基础 上 革新 提高 演化 发 展 . 

现代 数学 是 分 支 众 多 的 、 庞 大 的 知识 体系 ,大 体 说 来 ,数学 核心 领域 的 扩张 ， 
数学 的 空前 广泛 的 应 用 ,以 及 计算 机 与 数学 的 相互 影响 ,形成 了 现代 数学 研究 活 
动 的 三 大 方面 . 

集合 论 的 观点 在 20 世纪 初 首先 引起 了 积分 学 的 变革 ,从 而 导致 了 实 变 函 数 
论 的 建立 . 19 世纪 末 , 分 析 的 严格 化 迫使 许多 数学 家 认真 考虑 所 谓 “ 病 态 函 数 ”， 
特别 是 不 连续 函数 和 不 可 微 函 数 , 并 研究 这 样 一 个 问题 :积分 的 概念 可 以 怎样 推 
广 到 更 广泛 的 函数 类 (如 某 种 间断 函数 ) 上 去 . 这 方面 首先 获得 成 功 的 是 法 国 数 
学 家 H. Lebesgue. 

实 变 函 数论 是 普通 微 积分 的 推广 , 它 使 微 积分 的 适用 范围 大 大 扩展 ,引起 数 
学 分 析 的 深刻 变化 ,而 Lebesgue 积分 正 是 这 门 学 科 的 中 心 概念 ,作为 分 水 岭 , 人 
们 往往 把 Lebesgue 以 前 的 分 析 学 叫做 经 典 分 析 , 而 把 以 由 Lebesgue 积分 引出 
的 实 变 函 数论 为 基础 开拓 出 来 的 分 析 学 叫做 现代 分 析 , 因 此 Lebesgue 积分 可 以 
看 作 是 现代 分 析 的 开端 ,是 20 世纪 数学 的 重大 贡献 之 一 


第 一 章 集合 的 势 


实 变 函 数论 是 在 集合 论 的 观点 与 方法 渗入 数学 分 析 的 基础 上 产生 的 . 集合 
论 的 许多 基本 概念 在 实 变 函 数论 中 都 有 着 广泛 的 应 用 ,本 章 将 介绍 一 些 有 关 集 
合 论 的 基本 知识 ,着 重 讲解 集合 的 势 等 相关 内 容 . 
。 1. 


第 一 节 集合 及 其 运算 


集合 是 数学 的 基本 概念 之 一 . 在 以 前 的 不 少数 学 课程 中 读者 对 诸如 集合 ,元 
素 、 子 集 ,并 集 、 交 集 、 差 集 、 补 集 、 空 集 避 、 集 合 的 表示 方法 等 等 内 容 已 经 非常 熟 
悉 , 这 里 不 再 重 述 . 
利用 已 知 的 集合 可 以 诱导 出 一 些 新 的 集合 ,例如 : 
定义 1 集合 A 的 所 有 子 集 为 元 素 形成 的 集合 
2={B|IBCSA} 


叫做 集合 A 的 畦 集 . 
定义 2 已 知 集合 A 与 集合 ,集合 


AXB= {(a,b)|la€ A,bEeB} 


叫做 A 与 B 的 直 积 集 . 
我 们 把 集合 AX B 的 一 个 子 集 gp 叫做 从 集合 A 到 集合 B 的 二 元 关系 ,而 把 
从 B 到 A 的 关系 
$= {(b,a)| (a,b) € oy} 


叫做 p 的 着 关系 . 
定义 3 非 空 集合 A 到 B 的 关系 p 如 果 满 足 : Va E A，3| 5 E B, 使 得 
(as 0 E gp, 则 9 叫做 从 集合 A 到 集合 也 的 映射 , 记 为 
pg: A—B. 


将 5 叫做 a 在 gp 下 的 像 , 记 为 b= pl(a), 也 可 以 表示 为 pg: a 上 >b. A 中 所 有 
元 素 在 pg 下 的 像 的 全 体 记 为 g(A). 

如 果 pg(4A) = B, 就 说 是 一 个 满 射 . 

如 果 A 中 不 同 元 素 在 gp 下 的 像 不 同 ,就 说 p 是 一 个 单 射 . 

如 果 gp 既是 单 射 又 是 满 射 ,就 说 p 是 一 个 双 射 ,也 说 p 是 一 个 一 一 对 应 . 双 
射 p 的 逆 关 系 也 是 一 个 映射 ,叫做 p 的 逆 映 射 , 记 为 9. 

定义 4 设 p:A 一 C,y:B 一 C 是 两 个 映射 ,如 果 A 和 SB, 且 对 于 A 中 每 个 
元 素 都 有 p(z) = y(z), 则 y 则 做 9 在 B 上 的 延 拓 , 记 为 gp 己 y, 9 叫做 少 在 
A 上 的 限制 , 记 为 pg = y 1。. 

例 1 设 p(z) = sinz, zzE€[0, x], gr) =| sinr|, rE (一 co 十 co)， 
则 少 是 p 在 (一 co, 十 ce) 上 的 延 拓 ,或 pg 一 少 |co.a. 

关于 集合 的 运算 ,除了 读者 已 经 熟知 的 集合 的 并 集 、 交 集 、 差 集 、 补 集 外 ,在 
实 变 函 数理 论 中 还 常用 到 集 列 的 上 限 集 和 下 限 集 . 

共和 


定义 5 设 4,, 4:, …, 4., … 是 任意 一 列 集合 ,由 属于 上 述 集 列 中 无 限 多 
个 集 的 那 种 元 素 全 体 所 组 成 的 集 叫做 这 一 集 列 的 上 限 集 或 上 极限 , 记 为 Im A。 
或 lim sup A。, 可 表示 为 
Hm A. 三 {z | 存在 无 穷 多 个 A, ,使 x € A,}. 


由 上 述 集 列 中 除去 有 限 多 个 集 外 的 所 有 集 A。 都 含有 的 那 种 元 素 所 组 成 的 
集合 叫做 这 一 集 列 的 下 限 集 或 下 极限 , 记 为 lim A, 或 lim infA, ,可 表示 为 


lim A, = {z | 当 刀 充分 大 以 后 都 有 xz € A,}). 


显然 lim A, S Tim A,. 
A。 则 说 集 列 {A.} 收 敛 ， 此 时 A 一 lim4， = lmA, 叫做 
集 列 {A,} 的 极限 集 ， 记 为 A = lim A,. 


例 2 设 A, = Lo 1+3], (n 二 1，2，3，…), 则 因为 


lim A, = Im A, = [0, 1], 


故 lim A, = [0, 1]. 

定理 1 对 任意 集 列 {A,} 及 集合 S, 有 

WA -NM UA lmA, =0 NA 

(2 s—lmAh, = Hm(S—A), 5-HmA,= lim(S—A,). 

证 明 留 作 习 题 . 

定义 6 如 果 集 列 (A,} 满 足 A, 三 A (4. AD 1, 2,，3,…， 则 
{4,} 叫 做 单调 增加 (单调 减少 ) 集 列 . 单调 增加 与 单调 减少 集 列 统 称 为 单调 集 列 . 

显然 有 : 


定理 2 单调 集 列 是 收敛 的 ,并 且 如 果 {A,) 单 调 增加 , 则 lim A, 一 U, A,, 如 
果 (A.) 单调 减少 , 则 lim A, = 站 4. 


例 3 设 A. = [o, 1+ 寺 ) ,证明 六 4, = [o, 1 

证 “因为 A, 二 A, …A, 二 Ar 二 …, 所 以 {4,) 是 单调 减少 集 列 , 故 
A A, = lim A, = lim A, = [0, 1]. 

最 后 ,介绍 集合 的 特征 函数 . 

定义 7 设 X 是 非 空 集合 ,又 A X, 作 X 上 的 西数 


1， 当 zEA4 时 ; 
lo zeAN. 
则 xa(z) 岂 做 集合 A 的 特征 函数 . 
定理 3 (特征 函数 的 性 质 ) 设 X 是 非 空 集合 , A, B, A,(n 一 1, 2,…) 都 
是 X 的 子 集 , 则 有 : 
(1) ”A = X 的 充分 必要 条 件 是 Xa(zx) = 1， 
A = 2 的 充分 必要 条 件 是 Xa(zx) = 0; 
(2) ”A CS B 的 充分 必要 条 件 是 Xa(z) < Xe(z)， 
A 二 B 的 充分 必要 条 件 是 Xa (zx) 一 Xs(z); 
(3) XDA (z) = max Xa, (Z), XH A Cz) = min Xa, (7); 


(4) 极限 集 lim A, 存在 的 充分 必要 条 件 是 极限 lim Xa, (z) 存在 ,而 且 此 时 
必 有 Xima,(z) 一 lim Xa, (z). 


第 二 节 集合 的 势 


比较 两 个 集合 所 合 元 素 的 多 少 , 对 于 有 限 集 ,用 数 数 的 办 法 ,对 于 两 个 无 限 
集 ,这 样 的 办 法 就 不 行 了 . 下 面 将 利用 一 一 对 应 的 思想 方法 解决 这 个 问题 . 

定义 1 设 A 和 B 是 非 空 集合 ,如 果 存在 一 一 对 应 p:A->B, 则 说 A 和 8B 
对 等 , 记 为 A~B. 规 定 ZD~2. 

例 1 奇数 集 ,偶数 集 ,自然 数 集 是 彼此 对 等 的 . 

例 2 (0, 1)~ (0,， 十 co). 


事实 上 ,只 要 令 P(z) = Tz zx € (0, 1) 即 可 . 


例 2 说明 无 限 集 可 以 与 它 的 某 一 个 真子 集 对 等 ,可 以 证 明 : 任 意 一 个 无 限 集 
都 能 与 它 的 一 个 真子 集 对 等 ,而 有 限 集 是 不 能 与 其 真子 集 对 等 的 . 这 说 明了 无 限 
集 和 有 限 集 的 区 别 . 这 可 以 用 来 作为 有 限 集 与 无 限 集 的 定义 . 

定义 2 能 与 其 一 个 真子 集 对 等 的 非 空 集合 叫做 无 限 集 , 否 则 ,叫做 有 
限 集 . 

由 定义 可 知 对 等 关系 显然 具有 下 列 性 质 : 

定理 1 对 于 集合 A, B, C, 有 

(1) 反 身 性 :A~A; 

(2) 对 称 性 : 车 A~B, 则 B~A; 

(3) 传递 性 : 车 A~B, B~C, 则 A~C. 

Pp 


定理 2 设 {A.|a€ET}, {B, |a ET 是 两 集 族 , 若 A。 ~ B. 且 4A.m Ar = 
2,B.NB,=Y (pa PET 有 YA, ~U.B.. 1 

证 由 于 4. ~ B.(a E 刀 , 故 存在 一 一 对 应 f。:A。 一 B., 作 映射 f: UA。 
一 以 B。 使 得 f(z) = f,(z) (zE 4 ae 站 ,显然 了 是 一 一 对 应 . 

定义 3 设 A, B 是 两 个 集合 ,如 果 A~B, 则 说 A 和 B 具有 相同 的 势 ( 或 
基数 ). 

记 集 合 A 的 势 为 |A|, 则 | A 1=| B | 当 且 仅 当 A~B. 

定义 4 如 果 A 与 B 不 对 等 ,但 存在 也 的 真子 集 B ,有 A~B" , 则 说 A 的 
势 小 于 B 的 势 ( 或 B 的 势 大 于 A 的 势 ), 记 为 | A1<|1B|( 或 1B|>>|A1). 

从 逻辑 上 讲 , 还 有 可 能 集合 A 的 真子 集 A* 与 集合 B 对 等 ,而 集合 B 也 有 
真子 集 B' 与 A 对 等 .而 人 们 证 明了 

定理 3 〈F. Bernstein 定理 ) 设 A, B 是 两 个 集合 ,车 有 A 的 子 集 A' 以 及 B 
的 子 集 B' ,使 A~B* , B~A" , 则 A~B. 

定理 3 的 证 明 较 繁杂 ,这 里 略 去 ,读者 可 参看 本 篇 末 所 列 的 参考 文献 . 

利用 势 的 说 法 ,定理 3 可 令 述 为 :车 1A| 和 1B8|1, |BI<IA1, 则 |1A1= |1B1. 

势 的 概念 可 以 看 作 有 限 集合 中 所 含 元 素 个 数 的 推广 . 事实 上 , 若 A 为 一 非 
空 有 限 集 , 则 A 必 能 与 {1, 2, 3,…} 中 的 某 一 个 截 段 {1, 2,…, n) 一 一 对 应 ,而 
{1，2,…，n} 的 势 可 以 简单 地 用 nn 来 表示 , 故 有 | A |= n. 而 对 无 限 集合 来 说 
14| 当 然 就 是 通常 元 素 个 数 概念 的 推广 . 

推论 1 设 ACBCC, 著 A~C, 则 B~C. 

推论 2 设 A, B 是 两 个 集合 , 则 关系 式 


1A1<IB|l,1A41=|B|,|1A|>IB| 
有 且 只 有 一 个 成 立 . 


第 三 节 可 数 集 合 


一 、 可 数 集合 的 概念 和 性 质 


定义 1 与 自然 数 集 N 对 等 的 集合 叫做 可 数 集合 . 
可 数 集合 的 势 记 为 。. 
车 A 是 有 限 集 或 可 数 集 ,就 说 A 是 至 多 可 数 集 . 
因为 自然 数 集 {0, 1，2，3,…} 的 元 素 可 以 排 成 无 穷 序列 的 形式 ,因此 显然 
有 下 列 事实 ， 
定理 1 集合 A 是 可 数 集 的 充分 必要 条 件 是 A 的 元 素 可 排 成 无 穷 序 列 的 
。5 。 


形式 


一 (ao，a，az，…，a，…). 


定理 2 任意 无 限 集合 都 至 少 包含 一 个 可 数 子 集 . 

证 设 M 是 一 个 无 限 集合 , 因 M 关 多, 故 可 任 取 一 个 元 素 e。€ M, 且 
M 一 {eo) 尖刀 , 于 是 又 可 任 取 一 个 元 素 e E M 一 {eo} ,显然 e € M, 且 e 天 ea. 
设 已 经 取出 nn 个 互 不 相同 的 元 素 eo, eye， …， erileiE€ M,i=0,1,2,……， 
n 一 1]), 由 于 M 一 {eo, et, ez，"…， en-1} 关 作 ,于 是 可 任 取 一 元 素 e, € M 一 {eo， 
el @z， er ,显然 er E€ M 且 es, 关 ei(i 二 0,1,2,…,n 一 1). 由 归纳 法 ,可 
得 M 的 一 个 无 限 子 集 {eo。, e1，e:，**，e,，…}), 它 显然 为 一 可 数 集 . 

注意 该 定理 说 明 可 数 集 在 所 有 无 限 集中 具有 最 小 的 势 . 

定理 3 可 数 集合 的 子 集 或 者 是 有 限 集 或 者 是 可 数 集 . 

证 设 A 为 可 数 集 , A 和 SA, 车 A 是 无 限 集合 , 则 必 有 

14" 1<141= %,, 


又 因为 A" 为 无 限 集 , | A”| 宇 No, 从 而 14 ”1= No 即 A" 是 可 数 集 . 
定理 4 有 限 个 或 可 数 个 至 多 可 数 集 的 并 集 至 多 可 数 . 
证 ”不 失 一 般 性 , 设 有 一 列 集合 AiG 一 0, 1，2，…，, ?或 1 一 0，1，2，…) 
均 为 可 数 集 . 于 是 可 令 


Ao 一 (ao aor, dozy ao 


Ai = {af of pe 
A: = {a as 多 asf any 
图 1.1.1 


将 以 4, 或 山 4, 中 元 素 按 上 图 箭头 所 指 硕 序 排 成 一 列 

Qoo，Qol，Q10，Q20，Qt，Qoz，Qog，Q12，Q21，Q30， "**» 
若 集 列 {A,} 中 某 两 集合 有 公共 元 素 ,因为 公共 元 素 在 并 集中 只 算 一 次 , 则 在 序列 
中 去 挤 重 复 的 元 素 后 ,所 得 集合 为 已 A; 或 UAi, 仍 是 可 数 的 . 

对 于 4，4，， 4:，… 中 有 些 是 有 限 集 ,或 仅 为 有 限 个 集 的 情况 ,也 可 类 似 地 
讨论 . 

定理 5 若 A 中 每 个 元 素 由 k 个 互相 独立 的 记号 所 决定 ,各 记号 跑 遍 一 个 
可 数 集 , 即 A 一 (as | zi 二 zz 四 …, i 二 1, 2,，…,A)， 则 人 A 是 可 数 集 . 

证 用 数学 归纳 法 证 明 . 

。6 。 


(1)& = 1 时 , 结论 显然 成 立 . 


(2) 假设 旋 一， 时 结论 成 立 , 即 ta 。 | 2 一 区 二 1 2 区 
可 数 . 

下 证 4 一 "十 1 时 , 结论 成 立 : 

令 一 (assis | 一 zz i 一 1; 2，…, 对 , 则 由 假设 镶 可 数 ， 
故 v Aj = {annessn | Ti = ZT = 1 2 n,n 十 1} 也 可 数 . 

综 上 可 知 结论 成 立 . 

二 、 可 数 集合 的 例 


例 1 自然 数 集 N, 正 整数 集 Z* ,整数 集 Z, 均 为 可 数 集 . 

例 2 三 角 函 数 系 (1，cos z，sin z，cos 2z，sin 2z，…，cos nr, sinmz，…} 是 
可 数 集 . 

例 3 全 体 有 理 数 之 集 Q 是 可 数 集 . 

证 用 Q+,Q 分 别 表示 正 , 负 有 理 数 集 , 则 Q = Q+U QU {0}. 


设 A = | 地, 隆 , 字 ,| (二 1,2,3,…), 则 A 是 可 数 集 ,于 是 Q+ 一 UA 
可 数 . 


同 理 可 证 Q 可 数 . 

故 由 定理 4 可 知 Q= QrU Q U {0) 可 数 . 

有 理 数 在 实数 中 是 处 处 稠密 的 ,可 它 却 是 一 个 和 数 轴 上 稀 朴 分 布 着 的 自然 
数 全 体 有 着 一 一 对 应 的 可 数 集 , 这 个 表面 看 来 令 人 难以 置信 的 事实 ,充分 说 明了 
要 判断 一 个 集合 是 否 可 数 应 该 细致 分 析 判 定 . 

例 4 平面 上 坐标 为 有 理 数 的 点 所 成 集合 A 是 可 数 集合 . 

证 因为 A={(a, 5) | a,b 是 有 理 数 }, 由 定理 5, 可知 A 可 数 . 

例 5 代数 数 全体 成 一 可 数 集 (所 谓 代 数 数 ,是 整 系数 多 项 式 的 根 ). 

证 设 整 系数 多 项 式 asz" 十 av-iz 十 … 十 az 十 ae, 对 固定 的 ”由 定理 
5 可 知 , 整 系数 n 次 多 项 式 全 体 为 一 可 数 集 . 再 用 定理 4, 可 知 整 系数 多 项 式 全 体 
为 一 可 数 集 . 而 每 个 多 项 式 只 有 有 限 个 根 ,于 是 再 利用 定理 4, 可知 结论 成 立 . 


第 四 节 不 可 数 集合 


不 是 可 数 集 的 无 限 集合 叫做 不 可 数 集合 . 本 节 介 绍 常见 的 不 可 数 集合 . 
定理 1 区 间 [0, 1] 是 一 个 不 可 数 集合 . 
证 假设 [0, 1] 是 一 个 可 数 集 , 则 [0, 1] 中 点 可 排 成 一 个 无 穷 序 列 

。7 。 


ee 
的 形式 . 记 [0, 1] = , 作 闭 区 间 CC, 使 的 长 度 | | 过 这, 且 zt 《了 
再 作 闭 区 间 1 CC ,使 1 1 1 二 雷 , 且 zs 《1:1 显然 此 时 zx J. 设 已 作出 符合 
要 求 的 闭 区 间 了, 厂 ，…, 工 ,于 是 有 五 忆 开 民 部 …L 且 111< 去 


(i 二 1, 2，…， 加 ,再 作 闭 区 间 Lm CI, 使 11m 1 之 于 i' 且 zm 4 Tom. 这 
样 一 来 ,可 得 一 个 闭 区 间 列 


honIhImILI ,| LI<E, zs¢ n= 1,2,%), 


因为 去 一 0Cn 一 co), 由 数学 分 析 中 闭 区 间 套 定理 知 , 存 在 惟一 一 点 mm E 了 


人 = 1, 2,…), 而 1 CI, 故 zo € = [0, 1]. 但 z 不 在 序列 中 (因为 如 果 z 
二 zln 之 D, 则 zo E 1,, 与 zo 的 定义 产生 矛盾 ), 这 与 [0, 1] 中 的 点 可 排 成 序 
列 nm ，zi，…，z，… 矛 盾 , 故 假设 不 成 立 , 即 [0，1] 是 不 可 数 集 ， 
定义 与 区 间 [0, 1] 对 等 的 集合 叫做 连续 统 ; 
连续 统 的 势 叫 做 连续 净 , 记 为 M1. 
推论 1 3 > No. 
3 


证 由 定理 1 可 知 W; 关 No 而 [0, 1] 2 (1, 讲 , 直 ,~ {1,2， 


3，…》, 故 兴 | 二 Wo. 
例 1 区 间 (0, 1) 具 有 连续 势 . 
证 将 (0, 1) 中 的 全 体 有 理 数 排列 为 


Tris Tas 9 Tas "gy 


而 [0, 1] 中 的 全 体 有 理 数 可 排列 为 
Os ly rs ras 1o “ng 


作 上 映射 了 如下: 
当 z=ni 时 ,f(z) = 0; 
当 z=7r 时 ,f(z) = 1; 
当 z = 时 ,f(z) = ,2 (n> 2); 
当 z 是 (0, 1) 中 的 无 理 数 时 , f(x) = 工 . 
则 f(z) 是 (0, 1) 与 [0, 1] 间 的 一 一 对 应 . 
8. 


例 2 ”全体 实数 所 成 之 集 的 势 为 失 ,. 
证 作 (0, 1) 与 (一 co, 十 co) 之 间 的 一 一 对 应 f(x) 一 tan (nz 一 至) 即 可 。 


例 3 任意 区 间 (a, 5b)、 [a, 56)、(a, b]、 [a, 6]、 (a, +o0)., [a, +o0)、 
(一 00,b)、( 一 oo, 6b] 均 具有 连续 势 汽 ). 

例 4 实数 列 全 体 E- 的 势 为 失 :. 

证 记 B= {a zz ) 10<z <1l,n=1,2,.), 则 BC E.. 

作 映 射 


PT19 Tay, Zn) | 一 {an(a 一 去)r， 


Pe 


显然 B 之 E-. 

下 面 证 明 | B= Si. 

易 知 (0，1) 对 等 于 B 的 一 个 子 集 B。 = {(zx, zx, …，z…)10<z<<1)， 
反 过 来 ,对 于 B 中 任意 的 z = (zi, zz，…，, Zz,，*…), 设 


四 Zi 一 0，znzazsZh (一 1，2，…)， 


作 映 射 


凡 工 | 一 0，Zn zlzZalZalZazZ13ZIZ23 
其 中 zy 的 排列 顺序 按 下 图 中 箭头 所 示 ， 


z=0. zz 2 
Zi=0. Xa Za 


2 


Zi=0, Zi Zs Zs Zu 


2 


一 0. za 一 Ta Is 一 工 4 


De 


图 1.1.2 


显然 Ux) € (0, 1), 且 易 验 证 y 是 B 到 (0, 1) 的 一 个 子 集 上 的 一 一 对 应 
故 由 F. Bernstein 定理 可 得 B ~ (0, 1), 所 以 1 B|= Wi. 
例 5 集合 R= {(z1, zs, TI) | Xi €E (一 cc, 十 co),i 一 1，2，…，m)} 
的 势 是 兴 ;. 
证 将 R" 中 点 (zi，z，…，z) 对 应 于 下- 中 的 点 (zi，zz，…，Zo，0，…， 
0，…) 时 ,就 知道 R" 对 等 于 R' 的 子 集 . 如 果 再 将 R: 中 点 工 对 应 R" 中 点 (z， 
09.» 


0,，…，0) 时 ,又 知道 R' 对 等 于 R" 的 一 个 子 集 . 所 以 由 F. Bernstein 定理 知道 
1R" | 一 | R |= Wi. 
定理 2 设 Al, 4:,…， 4。, … 是 一 列 互 不 相交 的 集合 ,它们 的 势 都 是 淮 ; ， 


则 忆 A, 的 势 也 是 1 

证 设 世 = 一 1;], 则 工 间 I, == 名 (n 关 mm), 但 | |= Ww (n= 1, 
2，…), 故 了 一 A， (n= 1,2,…). 从 而 上 U A。 ~U 1, = (0, 十 co). 

定理 3 SX, 个 势 为 淮 , 的 集 的 并 集 的 势 为 NN. 

事实 上 ,对 于 每 一 个 被 并 的 集合 A, 可 让 A 与 xOy 平面 上 平行 于 Oz 轴 的 
直线 上 全 体 点 的 集合 一 一 对 应 ,于 是 可 得 所 述 并 集 与 zOy 平 面 上 全 体 点 的 集合 
之 间 一 一 对 应 . 

定理 4 设 M 是 任意 一 个 集合 , 它 的 所 有 子 集 形成 集合 即 M 的 寒 集 2", 有 
12* |>I M1. 

证 显然 M 对 等 于 2x 的 一 个 子 集 ,因为 映射 p: z | {z}( 其 中 zE M， 
{z) E 2Y) 是 M 到 2 的 一 个 子 集 的 一 一 对 应 . 

而 2* 一 定 不 能 对 等 于 M. 如 若 不 然 , 即 2” ~ M, 则 Yz E M, 都 应 有 M 的 
一 个 子 集 M. 与 之 对 应 .将 M 中 所 有 满足 z 4 M, 的 元 素 z 放 在 一 起 作成 集合 
M', 则 Mi SM, 故 Mi € 2%. 由 于 24 和 M 对 等 ,所 以 应 该 有 M 中 元 素 z: 与 Mt 
对 应 ,由 M' 的 定义 可 知 z' 人 Mi 且 zl E Mi ,这 就 产生 了 矛盾 ,因而 2* 不 对 等 
于 M. 

于 是 就 有 | 2” | 之 | M1. 

定理 4 告诉 我 们 :没有 一 个 最 大 的 势 . 


习 题 1-1 


1. 证 明 : 对 任意 集 列 {A,) 及 集合 S, 有 
(1) mA,= 


im A, = lie(S— A.). 


(2) S— lim A, 
2. 设 hs 二 (0, 二)， As = (0, 由 (n 一 1,2，…), 求 集 列 {A,} 的 上 服 集 和 下 限 集 . 


3. 作出 一 个 (一 1，1) 和 (一 co, 十 ce) 的 一 一 对 应 . 

4. 证 明 : 将 球面 去 掉 一 点 后 ,余下 的 点 所 成 的 集合 与 整个 平面 上 的 点 所 成 的 集合 是 对 
等 的 . 

5. 证 明 : 由 直线 上 互 不 相交 的 开 区 间 为 元 素 的 集合 A 是 至 多 可 数 集 . 

6. 设 集合 A 是 平面 上 以 有 理 点 为 中 心 ,有理数 为 半径 的 圆 的 全 体 , 则 A 是 可 数 集 . 
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7. 证 明 : 单 调 增加 函数 的 不 连续 点 最 多 只 有 可 数 个 . 
8. 证 明 :[0, 1] 上 的 全 体 无 理 数 所 成 之 集 具 有 连续 势 兴 ;. 


9. 如 果 A =U A., 且 14 1= 1; 则 至 少 存在 一 个 A,, 使 得 1 A, |= 1. 


11.* 


二 章 ” 欧 氏 空间 中 的 点 集 


本 章 介绍 nn 维 Euclid( 欧 几 里 得 ) 空 间 中 的 点 集 理论 ,它们 是 数学 分 析 课 程 
中 几何 空间 的 点 集 理 论 的 推广 ,为 讨论 点 集 的 测度 问题 做 准备 . 


第 一 节 欧 氏 空间 


设 实数 集 R. 集合 
R"={z|z= (x zs, 7), TE Ri=1,2,.,n),. 
T= (Ziy，Zzy Ta) Y= (ys Yes Ya) 
是 R" 的 两 个 点 . 
按照 加 法 
Z 十 ?一 (zi 十 yy，z 十 yw，Z 十 yn) 
及 数量 乘法 
kr = (kri, krs, ***, kr,) (kER) 
便 构 成 x 维 线性 空间 . 如 果 定 义 zx，y 的 内 积 


Ca ey 3 
1 


则 R" 便 构成 一 个 n 维 欧 氏 空间 . 为 了 强调 这 个 n 维 欧 氏 空间 与 集合 R" 的 区 别 ， 
我 们 常 将 这 个 n 维 欧 氏 空间 记 为 E" ,而 R" 只 是 E" 的 点 的 集合 . 
在 n 维 网 氏 空间 E" 中 ,两 点 y 的 距离 是 


dz y) 一 | Dz; — yi)’, 
各 


当 n = 1,，2,， 3 时 ,n 维 欧 氏 空间 E” 便 是 直线 ,平面 以 及 我 们 生活 的 物理 空间 中 
的 几何 空间 . 因此 ,n 维 欧 氏 空间 是 直观 的 几何 空间 的 自然 的 推广 . 
显然 , Y zx,，y,，z E€ EF", 有 
(1) 正则 性 : d(z, y) 宇 0, d(x, y) 二 0 当 且 仅 当 x = y; 
(2) 对 称 性 : d(x, y) = d(y, z); 
(3) 三 角 不 等 式 : dz y) < dl(z, z)+d(z, y). 
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由 两 点 间 的 距离 可 定义 E" 中 非 空 点 集 E 的 直径 为 
6(E)= sup dlz, yy), 
z€EE'yEE 


非 空 点 集 A, B 之 间 的 距离 为 
d(A, B)= inf dlz, »). 
EAyEB 


如 果 8(E) < 十 co, 则 说 下 是 了 中 的 有 界 点 集 ， 

规定 空 集 也 是 有 界 点 集 . 

设 zEeE,s>>0, 点 集 (z1d(zo,z) 一 8,zE 了 BE) 叫 做 点 zo 的 3 邻 域 ， 
记 为 O(zo， 6). {zi} (一 1，2,，…) 是 区 中 一 点 列 , 如 果 Ve>0,， 3k€ 2Z+， 
当 & > 如 时 有 zx E OCzo，,e), 则 说 {zi) 收敛 于 zo， 记 为 


lim zh 二 To 或 zi 一 Tok 一 00). 


点 集 {(zi，zz，…，z) [ai 过 ZTi 过 bi i 二 1，2，…,n) 则 做 一 个 n 维 开 区 
间 . 若 其 中 不 等 式 换 成 w 之 zx 过 bi 或 a; 过 zi<b 或 a; zi 过 bi, i 二 1,2,…， 
nn， 则 叫做 一 个 维 闭 区 间或 n 维 左 开 有 闭 区 间或 ” 维 左 闭 有 有 开 区 间 , 无 需 区 别 
时 ,统称 为 区 间 , 记 为 了 6b; 一 a (i 二 1，2，…， n) 叫做 了 的 第 i 个“ 边 长 ” 


开 c 一 。) 四 做 工 的 “体积 *, 记 为 |. 
i 
规定 空 集 的 体积 为 0. 


第 二 节 ”内 点 ， 聚 点 边界 点 


设 巨 是 E" 中 的 一 个 点 集 ,zo 是 E" 中 的 一 定点 , 则 zo 与 巨 的 关系 有 如 下 三 
种 可 能 : 

(1) 在 ze 附近 全 是 巨 的 点 ; 

(2) 在 zo 附近 没有 下 的 点 ; 

(3) zo 附近 既 有 EE 的 点 ,又 有 不 属于 下 的 点 . 

针对 这 三 种 情形 ,我 们 有 下 述 定义 ， 

定义 1 如 果 存 在 O(z, 5) 三 已 , 则 ze 岂 做 三 的 内 点 . 王 的 全 体内 点 作成 
的 集合 叫做 巨 的 内 部 , 记 为 或 IntE. 

如 果 任意 O(z。, 6) 内 都 有 下 的 无 穷 多 个 点 , 则 zo 则 做 EE 的 聚 点 .的 全 体 
聚 点 作成 的 集合 叫做 巨 的 导 集 , 记 为 EE. EUE' 则 做 EE 的 闭 包 , 记 为 E. 

如 果 任意 O(z。, 8) 内 既 有 属于 巳 的 点 ,也 有 不 属于 瑟 的 点 , 则 ze 叫做 巨 的 
边界 点 . 玉 的 全 体 边界 点 作成 的 集合 叫做 EE 的 边界 , 记 为 E*. 
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如 果 存 在 OC(zx。, 6) ,使 得 EN OCzo,6) = {zo). 则 zo 叫做 王 的 孤立 点 . 

显然 ,EE 的 内 点 必 为 聚 点 ,但 反之 不 然 ; 而 已 的 边界 点 不 是 聚 点 便 是 孤立 
点 .其 次 , 的 内 点 必 属 于 EE, 但 EE 的 聚 点 可 属于 EE 也 可 不 属于 EE. 

定理 1 下 面 三 个 命题 等 价 : 

(1) zo 是 巨 的 聚 点 ; 

(2) zo 的 任 一 邻 域内 ,至 少 含有 一 个 属于 下 而 异 于 ze 的 点 ; 

(3) 存在 已 中 互 异 的 点 所 成 点 列 {z,} ,使 得 z, -> zo(n 一 co). 

证 由 聚 点 的 定义 可 知 (1) 推 出 (2), (3) 推 出 (1) 是 显然 的 . 

下 面 证 明 (2) 推 出 (3): 

由 已 知 ,存在 OC(zx。，, 6) ,其 中 至 少 有 一 个 点 x1 EE, 且 zx1 关 zz. 


令 6 = min{ da， zo)， 他) , 则 在 OCzs， 61) 中 至 少 有 一 点 zs E E 且 Zz 过 坟 
2 


令 名 二 min[d(z, zo)， 人 | , 则 在 O(zs， 6) 中 至 少 有 -点心 E 下 且 心 天 居 。 
3 


这 样 继续 下 去 ,可 得 点 列 {z,} ,满足 结论 要 求 . 

定理 2 (1) (E) = 二 瑟 , (E)* = (E")* (这 里 巨 的 补 集 屯 * 是 对 E" 而 言 
的 ,以 后 仿 此 ); 

(2) 车 ASB, 则 A'SB,A'CB',ACB; 

(3) (AUB)=AUB,AUB=AUEB. 

证 (1)(2) 可 由 定义 直接 推出 . 

下 面 证 明 (3) ， 

因为 ASAUB, BSAUB, 由 (2) 可 知 ,A'G(AUB)… BECAUB) ， 
从 而 AU B'S (CAU B) 

另 一 方面 , 设 zx E (A U B)', 则 由 定理 1 可 知 有 一 互 异 点 列 {z,}， 
ze E A U B, 使 得 d(zx,, zo) 一 00 一 co). 

若 zoE€ A', 则 zo EA UB’; 

车 zo。 4 A', 则 {zx,} 中 最 多 只 有 有 限 个 点 属于 A, 其 余 无 穷 多 个 点 全 属于 
B. 于 是 由 定理 1 可 知 x。€ B', 从 而 zo。€ A’U B'. 

总 之 , zE A'UB'. 

于 是 综合 两 方面 可 得 (A U B) = 4A' UB. 

而 AUB=(AUB)U(AUB)’=(AU BU (A UB) 

=(AUA)U(BUB)=AUSB. 

定理 3 (Bolzano-Weierstrass 定理 )E” 中 的 有 界 点 列 必 有 收敛 子 列 . 

证 设 {x%}==《(z,z，…, zx)} 是 包 中 的 任 一 有 界 点 列 , 则 每 个 
{zx 四} (i 二 1, 2,…, nn) 都 是 有 界 数列 . 由 E! 中 的 Bolzano-Weierstrass 定理 可 
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知 {zj2 } 有 收敛 子 列 {zi ,其 中 人 是正 整 数列 {8} 的 子 列 . 
作 {z% } 的 子 列 


人 zt) = {zh zz)}, 


其 中 {zw } 是 收敛 数列 . 
同 理 , 由 于 (zi } 是 有 界 数列 ,所 以 (xz } 有 子 列 


{zep) = {Cz , zh ,oz ))} 


其 中 {zi*”} 是 收敛 数列 . 此 时 ,由 于 {zx 全 } 是 {zm } 的 子 列 , 从 而 {zx 全 "} 也 是 收敛 
数列 . 如 此 一 直 进 行 到 第 n 步 ,就 得 到 {xz} 的 子 列 


人 ze = {C2 , zh ,ee zh ), 


其 中 (zr) (i 二 1，2,…,n) 都 是 收敛 数列 . 设 {zi% ) 收敛 于 zi (i = 1， 


2，…，m)， 记 zw 一 (zf ，zt ，…，xzco ), 由 不 等 式 


证 
dz yzo) 一 (zx 一 zf |) Sn max lz 一 zt 


知 {ze% ) 收 敛 于 ze 

推论 E" 中 的 有 界 无 限 点 集 至 少 有 一 个 到 点 . 

证 设 已 是 E' 中 的 任 一 个 有 界 无 限 点 集 , 可 从 已 中 取出 一 个 各 项 互 异 的 
有 界 点 列 {zi}, 由 上 述 定理 可 知 {zx} 有 子 列 {zu } 收 敛 于 某 点 zu, 由 于 {zh} 也 是 
正中 各 项 互 异 点 列 ,因此 z 是 下 的 聚 点 . 


第 三 节 开 集 闭 集 完备 集 


本 节 重 点 介绍 E" 中 两 类 特殊 点 集 , 并 对 其 性 质 进行 一 些 讨论 . 

定义 1 车 EC 巴 , 则 巨 叫做 开 集 . 

例如 ,在 已 中 (a, 发 是 开 集 ,整个 空间 E" 是 开 集 , 空 集 也 是 开 集 . 

定义 2 车 EF 己 EE, 则 EE 叫做 闭 集 . 

例如 ,在 了 中 [a, 如 ] 是 闭 集 ,整个 空间 E" 是 闭 集 , 空 集 也 是 闭 集 . 

容易 证 明 : 忆 为 开 集 的 充分 必要 条 件 是 已" = EE, EE 为 闭 集 的 充分 必要 条 件 
是 E=E. 

定理 1 对 任意 EE E", EF? 是 开 集 ,E 入 是 闭 集 . 

证 设 zo。€ ,由 到 的 定义 可 知 存 在 Olzo,6) SE. 任 取 z € Olzo， 
人 ,可 知 存在 O(zi, 0) 和 Ol(zo,6)CSE, 于 是 x1€ 已, 所 以 O(z, 5) 三 书 , 即 
zo 是 EF 的 内 点 ,由 开 集 的 定义 可 知 EF 为 开 集 . 
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其 次 证 明 巨 ' 为 闭 集 : 

设 zx E (E')', 由 第 二 节 定 理 1 中 的 (2) 可 知 ,在 zo 的 任意 邻 域 OCzo，, 6) 
中 必然 有 点 zi E E', 且 xi 天 mo 因为 zi E 已 ,于 是 又 有 属于 已 的 点 zz E O(zo， 
6), 且 zs 闫 xo. 于 是 由 第 二 节 定 理 1 可知 ,ze 6E E'. 所 以 (E') CE', 即 E' 是 
闭 集 . 

最 后 证 明 巨 是 闭 集 : 

因为 E= EU E, 所 以 (E)’=E U(E) CEUE =E CCE, 因此 E 
是 闭 集 . 

定理 2 〈 开 集 与 闭 集 的 对 偶 性 ) 设 下 是 开 集 , 则 EF* 是 闭 集 ; 设 玉 是 闭 集 , 则 
无 是 开 集 . 

证 设 EE 是 开 集 , 则 =F. 故 Fr = (E*)“ = EE, 所 以 E 为 闭 集 ; 设 E 是 闭 
集 , 则 EE = EE, 故 (CE)" = (E)" = FE, 所 以 EF 为 开 集 ; 

正 是 由 于 开 集 和 闭 集 的 这 种 对 偶 关系 ,在 许多 情况 下 ,我 们 将 闭 集 看 作 是 由 
开 集 派生 出 来 的 一 个 概念 . 也 就 是 说 如 果 定 义 了 开 集 , 闭 集 也 就 随 之 而 确定 . 

定理 3 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ,有 限 多 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 

证 设 {G,|aE€T) 是 任 一 族 开 集 ,要 证 G = UG。 是 开 集 . 设 x € G, 则 存 
在 a ET, 使 得 xz € G,. 因为 G, 是 开 集 ,所 以 存在 O(z, 6) GE GE G, 于 是 
ZE G, 即 GE G? ,所 以 G 是 开 集 . 


设 Gi， Gs，…,G, 是 开 集 ,要 证 G 一 内 G, 是 开 集 . 

若 G = 世 , 则 G 为 开 集 ， 

车 G 关 多, 任 取 zE€EG, 则 zxEG (i=1,2,…, At), 从 而 有 O(z, 6.) 忆 
Gi (i 二 1,2,…,k). 取 5 二 min{d), 有 Olz, 5) cfio, 一 C, 故 zEC， 


“GCG ,所 以 G 是 开 集 . 
注意 无 限 多 个 开 集 的 交集 不 一 定 是 开 集 . 


例如 , 站 (一 十, 地)= {0), 每 一 个 (一 十, 十) 都 是 EE 中 的 开 集 ,而 {0) 却 
不 是 E! 中 的 开 集 . 
由 定理 3 和 De Morgan 公式 可 知 : 


定理 4 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 , 有 限 多 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 
注意 无 限 多 个 闭 集 的 并 集 不 一 定 是 闭 集 . 


例如 ，[ 寺 ,1 一 去 ] (一 3，4，…) 全 是 包 中 的 闭 集 , 避 [ 汪 ,1 一 二 ] 


n n 
《0, 1 了), 而 (0, 1) 不 是 E' 中 的 闭 集 . 
定义 3 设 EE 是 一 个 集合 , 一 {M. |“E 站) 是 一 族 集合 , 若 UM. 二 E, 则 
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说 4 是 EE 的 一 个 覆盖 . 

当 工 是 有 限 集 或 可 数 集 时 ,分 别 说 是 EE 的 有 限 覆盖 或 可 数 覆 盖 . 如 果 / 
是 己 的 禾 盖 ,并 且 py 的 子 族 j 也 是 下 的 覆盖 , 则 说 jn 是 y 关 于 EE 的 子 覆 盖 . 如 
果 E" 中 的 开 ( 闭 ) 集 族 / 是 E 的 子 集 忆 的 覆盖 , 则 说 /是 忆 的 开 ( 闭 ) 覆 盖 ， 

定理 5 (Heine-Borel 有 限 覆 盖 定理 )E" 中 的 有 界 闭 集 的 每 一 开 履 盖 都 有 
有 限 子 覆盖 . 

定理 5 的 证 明 在 这 里 略 去 ,读者 可 借鉴 数学 分 析 中 的 有 限 闭 盖 定理 的 证 明 
或 参阅 本 篇 末 的 参考 文献 . 

定义 4 设 EECE ,如 果 ECS 已 , 则 说 已 是 自 密集 ,如 果 忌 ' = 已 , 则 说 已 是 
守信 

显然 ,完备 集 就 是 自 密闭 集 ,也 就 是 没有 孤立 点 的 闭 集 . 

例如 , 空 集 是 完备 集 ,E: 中 任 一 闭 区 间 [a, 5] 及 全 直线 都 是 完备 集 . 

表面 看 来 ,既然 一 个 完备 集 一 方面 是 闭 集 ,而 另 一 方面 每 一 个 点 又 都 是 聚 
点 ,似乎 它 就 会 铺 满 空间 的 一 小 块 ,但 是 这 是 一 种 错觉 ,下 面 的 例子 将 会 说 明 这 
一 点 


例 (Cantor 集合 ) 将 [0,1] 进 行 三 等 分 , 制 去 中 间 的 开 区 间 (富生), 将 
和 


剩 下 的 两 个 闭 区 间 分 别 进行 三 等 分 ,各 自 册 去 中 间 的 开 区 间 , 即 ( 当 , 过) 


(总 ， 全 ). 如 此 继续 作 下 去 ,自然 有 些 点 是 永远 副 不 去 的 ,例如 二 和 立 以 及 所 有 
被 删 去 的 开 区 间 的 端点 ,所 有 这 样 的 永远 删 不 去 的 点 作成 的 集合 就 叫做 


Cantor 集 合 . 
下 面 我 们 来 证 明 Cantor 集合 下 是 一 个 完备 集 ， 
首先 证 明 已 是 一 个 闭 集 . 设 A 是 所 有 被 挖 去 的 点 作成 的 集合 , 则 A 是 可 数 
个 开 区 间 的 并 ,所 以 是 开 集 .而 E == [0, 1] 一 A = [0, 1]m 4c, 故 已 是 闭 集 . 
其 次 证 明 已 是 一 个 自 密集 . 注意 到 在 进行 第 一 次 删 去 手续 后 所 余下 的 两 个 


闭 区 间 的 长 度 都 是 地, 进行 第 二 次 删 去 手 织 后 剩 下 的 四 个 闭 区 间 的 长 度 都 是 二 ， 


在 进行 第 ”次 删 去 手续 后 剩 下 来 的 2" 个 闭 区 则 的 长 度 都 是 二 对 于 任意 的 <E 
EE, 任 取 z 的 邻 域 O(z,，6), 则 对 于 取 定 的 8 > 0, 只 要 m 取得 充分 大 后 就 有 
去 去 5, 因为 是 永远 删 不 掉 的 点 , 则 应 该 属于 删 去 we 次 后 剩 下 的 某 一 个 闭 


区 间 Ju 中 , 故 [。C OCz，5), 于 是 工 ,的 两 个 端点 也 应 该 在 OC(z, 8) 中 ,而 它们 
也 是 已 中 的 点 ,于 是 O(z， 6) 中 至 少 有 一 异 于 的 点 属于 EE, 即 是 z E E', 所 以 
Py yA 


ECE', 即 EE 是 一 个 自 密集 . 

故 Cantor 集合 已 是 一 个 完备 集 . 

注意 显然 Cantor 集合 不 能 包含 任意 区 间 . 

定义 5 设 ACE,ECFE", 车 中 每 一 个 点 的 任 一 邻 域 中 都 含有 A 的 
点 , 则 说 A 在 E 中 稠密 . 若 E=E", 则 说 A 是 E" 中 的 稠密 集 .车 A 不 在 E" 的 任 
意 一 个 非 空 开 集中 稠密 , 则 说 A 是 疏 朗 集 . 

疏 朗 集 巨 的 特征 是 巨 无 内 点 . 

Cantor 集 是 一 个 疏 朗 完备 集 . 


第 四 节 ”直线 上 的 开 集 . 闭 集 .完备 集 的 构造 


在 本 节 中 ,我 们 将 详细 讨论 直线 上 的 开 集 , 闭 集 ,完备 集 的 构造 . 为 此 先 引 入 
构成 区 间 的 概念 . 

定义 1 设 G 是 直线 上 的 开 集 ,如 果 开 区 间 (a, 8) 和 G, 且 a, BG G, 则 说 
(la, 有 ) 是 G 的 一 个 构成 区 间 . 

例如 , 开 集 (0, 1) U (2,， 3) 的 构成 区 间 是 (0，1) 及 (2，3). 

定理 1 《〈 开 集 的 构造 ) 直 线 上 任意 非 空 开 集 G 可 表 成 至 多 可 数 个 互 不 相交 
的 构成 区 间 的 并 集 , 又 , 当 非 空 开 集 表示 成 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 集 时 ,这 些 区 
间 必 是 构成 区 间 . 

证 设 G 是 直线 上 的 一 个 非 空 开 集 ,分 以 下 几 步 来 论证 : 

(1) G 中 任意 一 点 必 含 在 一 个 构成 区 间 中 . 对 于 任意 z。€ G, 设 下 = [zo， 
十 ce) 站 G', 于 是 下 是 一 个 非 空 有 下 界 的 闭 集 . 设 下 中 最 小 的 点 是 Bo, 则 之 
Zo, 因为 xo。E€ G, 故 zo。& 下, 因此 只 能 有 记过 zo 而 BG, 于 是 必 有 [zxo, 8B) 刁 
G, 如 若 不 然 , 设 yE [zo,B), 但 y& G, 因 此 有 ?6E F,y<< 扩 ,这 与 内 是 下 中 
的 最 小 点 矛盾 . 同样 的 可 以 证 明 存在 点 wo ,满足 se < zu, ao 4 G，(a，zo] SG. 
于 是 可 得 G 的 一 个 构成 区 间 (a。, 局) 包含 着 zo. 

42) G 的 任意 两 个 不 同 的 构成 区 间 必 不 相交 . 不 然 的 话 , 设 (a., PB)， 
(as， 民 ) 是 G 的 两 个 不 同 的 构成 区 间 , 但 相交 . 这 时 必 有 一 个 区 间 的 端点 在 另 一 
个 区 间 内 ,例如 wm E (as, BB), 但 (a;, 民 ) 忆 G, 这 和 a G 蔬 盾 , 因 此 不 同 的 构 
成 区 间 不 相交 . 

(3) G 的 不 同 的 构成 区 间 至 多 可 数 个 . 事实 上 ,对 于 G 的 每 一 个 构成 区 间 ， 
取 其 中 的 一 个 有 理 数 与 之 对 应 , 则 可 得 G 的 构成 区 间 全 体 与 有 理 数 的 一 个 子 集 
对 等 . 

(4) 作 G 的 所 有 构成 区 间 的 并 集 U (a, B) ,由 (1) 它 应 是 G, 由 (2) 和 (3), G 
必定 是 有 限 个 或 可 数 个 互 不 相交 的 构成 区 间 的 并 集 . 用 (a,, B) (一 1, 2, …,，n 
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或 "= 1,， 2, …) 记 G 的 构成 区 间 ,那么 G 一 U (a,, B). 

(5) 设 G=U la，B) 是 一 组 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 集 , 现 在 只 要 证 明 每 个 
(a,, B',) 都 是 G 的 构成 区 间 . 显然 , (a,, 8B,) 二 G. 若 它 不 是 构成 区 间 ，, 例 如 说 
asE€ G, 那 么 必 有 jp 关 v, 使 得 a'€E (a', B') ,因而 (a’, B',) 与 (a', B') 相交 ,这 和 
假设 矛盾 . 所 以 a, 4 G. 同样 6.E G. 所 以 Cas, B,) 是 构成 区 间 . 

既然 闭 集 的 补 集 是 开 集 ， 那么 从 开 集 的 构成 区 间 可 以 引入 余 区 间 的 概念 

定义 2 设 A 是 直线 上 的 闭 集 ,A 的 补 集 A“ 的 构成 区 间 叫 做 A 的 余 区 间 
或 邻接 区 间 . 

定理 2 ( 闭 集 的 构造 ) 直 线 上 的 闭 集 下 或 者 是 全 直线 ,或 者 是 从 直线 上 控 
掉 有 限 个 或 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 ( 即 下 的 余 区 间 ) 所 得 到 的 集 . 

由 孤立 点 的 定义 很 容易 知道 ,直线 上 点 集 A 的 孤立 点 必 是 包含 在 A 的 补 集 
中 的 某 两 个 开 区 间 的 公共 端点 ,因此 , 闭 集 的 孤立 点 一 定 是 它 的 两 个 余 区 间 的 公 
共 端 点 . 

完备 集 是 没有 相 邻 接 的 余 区 间 的 闭 集 . 

最 后 附带 说 明 一 下 , 当 nn 二 1 时, E" 中 的 开 集 一 般 不 能 表示 成 至 多 可 数 个 
互 不 相交 的 开 区 间 (n 维 ) 的 并 集 , 但 总 可 表示 成 可 数 个 互 不 相交 的 半 开 半 闭 ( 例 
如 左 开 右 闭 ) 区 间 之 并 ,不 过 这 种 表示 法 没有 惟一 性 (在 E' 中 一 个 开 集 只 能 用 
种 方式 表示 成 构成 区 间 之 并 ). 


习 题 1-2 


1. 证 明 :zE 忆 的 充分 必要 条 件 是 在 任意 含有 xz 的 邻 域 OCz， 8) 中 , 恒 有 异 于 z 而 属于 忆 
的 点 存在 .而 mw 6 EF 的 充分 必要 条 件 是 有 含有 z 的 邻 域 O(z, 6) 存在 ,使 得 O(z, 8) S EE. 
2. 设 忆 是 [0, 1] 中 的 全 部 有 理 点 所 成 之 集 ,在 E! 与 E? 中 分 别 看 巨 时 , 求 EF ,FF，E, 
3, 设 E = 多 是 普通 的 zxOy 平面 ， 
(GD 书 = {(zy N17+y<l) 求 El, B, E; 
天 
(2) Es = {Cz, 1 ,人 当 = 坟 0 时 ,ae R), 求 腑 ， 辟 . 
0， 当 z=0 时 ， 
4. 每 个 闭 集 均 是 可 数 个 开 集 的 交集 ,每 个 开 集 可 以 表示 成 可 数 个 团 集 的 并 集 . 
5. 证 明 ;f(z) 为 [a, 习 上 连续 函数 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 实数 c, 集 下 = {z1 F(z) 之 
c) 和 已 = {z | f(z) < c} 都 是 闭 集 . 
6. 任何 闭 区 间 不 可 能 表 为 可 数 个 玻 朗 集 的 并 集 . 


。19 。 


第 三 章 ”Lebesgue 测度 


实 变 函 数论 的 中 心 问题 是 建立 一 种 新 的 积分 一 一 Lebesgue 积分 的 理论 . 从 
本 章 起 我 们 进入 新 积分 理论 的 第 一 步 , 即 研究 与 新 积分 相关 的 点 集 的 “测度 ”. 

测度 概念 在 E! 中 是 长 度 概念 的 推广 ,在 EF? 中 是 面积 概念 的 推广 ,而 且 可 以 
超出 E" 在 抽象 空间 中 定义 测度 . 测度 论 不 只 是 近代 积分 论 的 基础 ,在 其 他 数学 
分 支 里 也 有 广泛 的 应 用 . 本 章 主要 介绍 Lebesgue 测度 (简称 L 测度 )， 


第 一 节 外 测度 ”内 测度 


定义 1 设 已 是 E 中 一 点 集 ,对 于 每 一 列 材 盖 忆 的 开 区 间 UL  E, 记 


mE= inf SIL, 


n 
EEC Un1 
1 


则 闷 " 五 叫做 集合 下 的 Lebesgue 外 测度 ,简称 L 外 测度 或 外 测度 . 
外 测度 具有 以 下 基本 人 性质 : 


定理 1 (Dm'E>>0,m*G =0 ( 非 负 性 ); 

(2) 设 ACSB, 则 m*Am*B (单调 性 ) ; 

Vm (UV AD < Dm a (次 可 数 可 加 性 ); 
(4) 车 d(A，B) > 0, 则 mm (AU B)=m'A+m"B. 

证 (1) 显然 成 立 . 


(2) 因为 ACSB, 所 以 任 一 列 覆盖 B 的 开 区 间 {1;} 必 然 是 覆盖 A 的 ,因而 有 
mA< 3 | Ii |. 对 所 有 能 覆盖 B 的 开 区 间 列 取 体 积 和 的 下 确 界 即 得 


mA< inf 2 1 |=m’ B. 


ULapi~l 
(3) Ve > 0, 由 外 测度 的 定义 ,对 每 个 nn 都 应 有 一 列 开 区 间 I Iw，…， 


I ，… 使 得 A, SU 1, 且 
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从 而 
Uh.SU,I~ 
且 3 
-Dm a+ 二 = Dn a 
可 见 m"(U 2)<D be Bm ate 


由 。 的 任意 性 ,有 m* (器 AD) < 叶 m' A.. 


nl 


(4) 设 y= d(A，, B) > 0. 对 于 任意 的 正 数 s, 由 外 测度 的 定义 ,存在 一 列 开 
区 间 覆 羔 了 A 和 B, 即 (AU B) 三品 世 且 111 二 m' (AU B) 十 e 由 于 每 
个 开 区 间 I; 都 可 以 分 解 成 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 直径 小 于 7 的 左 开 右 闭 区 间 了 
之 并 ,并 且 | 1; | 二 》) 1 1 1. 因此, 不妨 设 {1} 中 的 每 个 区 间 的 直径 都 小 于 7， 


这 样 的 大 显然 不 能 同时 含有 A 和 B 中 的 点 .将 这 列 开 区 间 中 含有 A 中 点 的 记 为 
(1) ,不 含有 人 中 点 的 记 为 {I ), 则 A CU 1 ,BCU 1 ,于 是 


m (AUB+e> DNLI= DIE,I+D IL, lm At+m'B. 
名 5 


由 e>0 的 任意 性 知 
mr (AUB)>m'A+tm’B. 


另 一 方面 ,由 (3) 有 
m* (AUB)<m'A+m’'B, 


m"(AUB)=m*A+m’B. 


(0) 


例 1 设 A= {zo) 是 Er 中 的 独 点 集 ,其 中 zz 二 {zi”， 
m"A=0. 
证 对 于 任意 的 正 数 e, 令 


zx , 则 


Pe 


1 1 
T= | (zy， zi, -» z,) Zz 一 邱 <z<z 十 和 ,一 1]， 2， ns 


则 ACI, 且 |1|= .从 而 有 0 三 m" A 二. 由 e 之 0 的 任意 性 知 m* A = 0. 
例 2 对 任意 区 间 I, 有 m*I=| 了 |. 
证 若 I 是 闭 区 间 , 则 对 于 任 给 的 正 数 e, 存 在 开 区 间 了 ,使 得 TIC I 且 | | 
去 | 工 | 十 es, 由 外 测度 的 定义 可 知 m*" 了 过 | 了 | 十 e, 再 由 的 任意 性 ,有 m* I<| 工 |， 


而 对 于 上 述 任 给 的 正 数 。, 同 时 也 存在 一 列 开 区 间 {1;) ,使 得 I SU I 上 且 


2 11|<<m*I+e. 由 有 限 覆 盖 定 理 知 在 {1;} 中 存在 有 限 多 个 区 间 , 不 妨 设 为 


下， 有， 使 得 TS 局 大 .由 于 T= 凯 CT ID, 由 初等 几何 的 知识 可 知 | | 


过 HIN 1 帮 |1I< 11N LI< 141<mI+e, 由 e 的 任意 性 
即 得 m* IT 宇 | 工 |. 
综 上 可 知 m* 了 二 | |. 


车 I 是 其 他 任意 的 区 间 , 则 可 作 闭 区 间 厂 ，z ,使 得 
hEICSIEIII-e<|lIl<Ih |+e, 
于 是 
lIl-e<lhl=m hmI<ml=|1|<IIlte, 
由 e 的 任意 性 即 得 m* I 二 | 工 |. 
定理 2 设 E 是 E" 中 任 一 点 集 , 则 
m" 碧 = inf{m*G |G 是 包含 E 的 开 集 }. 
证 分 以 下 两 步 进行 证 明 : 
(1) 由 外 测度 的 单调 性 知 ,对 任意 包含 巨 的 开 集 G, 有 m*G 宇 m*E. 


(2) 若 m* 一 十 oo, 则 由 (1) 可 推 知 定理 成 立 . 因此 ,不 妨 设 思 " 已 < 十 co, 于 
是 ,对 于 任意 的 正 数 e, 由 外 测度 的 定义 知 ,存在 一 列 开 区 间 I (i 二 1, 2,…), 使 
得 ECDI, 有 DILI<m Ee 

有 之 


令 G 一 忆 工 , 则 G 是 开 集 ,G 己 EE, 且 


mG=m’ (VU I)< 


id 


mI= |LIl<mEte. 


由 (1)(2) 两 步 即 知 ,定理 成 立 . 
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定义 2 设 E 为 E" 中 有 界 集 ;I 为 任 一 包含 E 的 开 区 间 , 则 了 一 m* (I 一 
EE) 叫做 玉 的 内 测度 , 记 为 mE. 

注意 由 于 m* 了 二 | 了 | 及 外 测度 的 单调 性 和 次 可 加 性 ,总 有 m.E 宇 0 及 
m.E<m’'E. 


二 节 可 测 集 


一 、 可 测 集 的 定义 


定义 1 设 已 为 E" 中 有 界 集 ,如 果 m*E 二 m.E, 则 说 是 Lebesgue 可 测 
的 ,简称 L 可 测 . 义 设 已 是 E" 中 的 无 界 集 ,如 果 对 任意 开 区 间 了, 有 界 集 EE 门 1 都 
是 世 可 测 的 , 则 说 已 是 L 可 测 的 . 

如 果 正 是 E" 中 世 可 测 集 ,m" 正则 做 巨 的 测度 , 简 记 为 mm 已 . 

以 上 是 Lebesgue 下 的 定义 ,在 定义 中 区 分 了 有 界 集 与 无 界 集 , 而 且 同 时 出 
现 了 两 种 测度 ,用 起 来 不 方便 ,下 面 一 个 形式 比较 简洁 的 等 价 定义 是 由 
Carathéodory 给 出 的 . 

定义 2 设 巨 为 E" 中 的 点 集 ,如 果 对 任 一 点 集 了 都 有 


mT=m"(TNE)+m’ (TN EE'), 


则 说 巨 是 Lebesgue 可 测 的 ,简称 为 L 可 测 . 这 时 ,EE 的 工 外 测度 m* 就 叫做 玉 
的 测度 , 记 为 mE. 
这 个 定义 没有 上 述 定义 的 缺点 ,以 后 就 用 它 作为 可 测 集 的 定义 ， 


二 、 可 测 集 的 性 质 

定理 1 集 已 可 测 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 的 4 和 CE, BC E', 恒 有 
mr (AU B) 一 mA 十 mm B. 

证 ”必要 性 : 取 T=AUB, 则 
TNE=(A4UBNE=A, 
TNE=(AUBNE = 8B, 

于 是 
m"(AUB)=mT=m(TNE)+m’' (TNE)=m’'A+m’B. 


充分 性 :对 任意 点 集 T, 令 A 二 TN E,B=T 了 TN E, 则 
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ACE,BEEFE, 
AUB= TNBU(TNE)=TN (EUE)=T. 
由 于 m* (A U B) ==m*A 二 +m*B, 所 以 m*T=m* (TN E+m* (TN 
巨 ), 这 说 明 巨 可 测 . 
定理 2 集 巨 可 测 的 充分 必要 条 件 是 下 可 测 . 
证 由 可 测 的 定义 及 (E")“ = E, 立即 可 得 此 定理 . 
定理 3 若 集 E, ，E: 都 可 测 , 则 E, 门 E, 也 可 测 . 
证 因 集 E,, 忆 可 测 , 则 对 任意 点 集 工 有 
7" 工 一 mm (TI 已) 十 mm (TN E), 
7 (TNE)=m°[(TN ED)N EJ+m’[(TNE)N E:] 
=m’* [TN (EN EJ+m’[TN EN EJ, 
m’[TN (EN E)]=m°[(TN (EN E)) NE] 
+m’*[(TN (EN ED) N E;] 
=m’°[TNE NE]+m’ (TN Ei), 


因此 
mT=m’ (TNE)+m’ (TN E:) 
=m’[TN (EN E)]+m’[TN EN E:] 
+m’ (TN E;) 
=m" [TN (EN E)]+m’ [TN (Ef ED)o]， 
故 Ei 门 已 可 测 . 


推论 1 车 集 EE, (i = 1，2，…， h) 都 可 测 , 则 失忆 也 可 测 . 
定理 4 车 集 FE, , E, 都 可 测 , 则 E, 一 E, 也 可 测 . 
证 因 EE 一 E, = EE 八 Ei;, 由 定理 2 及 定理 3 知 , E, 一 EE, 可 测 . 
定理 5 若 集 E,, E, 都 可 测 , 则 E, U E; 也 可 测 , 且 若 E, 门 E, = 艺 , 则 对 
任意 点 集 T, 恒 有 
m’[TN (EU ED)]=m’(TNE)+m’ (TN E,). 
证 因 E UE,= (Ei NE;)', 故 EU E 可 测 . 
若 E NE= G2, 则 TN ECE,TN ECE,cE:i, 由 定理 1 知 ， 
m’[TN(E UE)]=m*[(TNE)U (TN E,)] 
一 mm" (TN E)+m’ (Th E,). 
»。24. 


推论 2 车 集 书 《i = 1, 2，…, h) 都 可 测 , 则 UE, 也 可 测 , 且 车 E, 站 轧 
二 (i 闫 四, 则 对 于 任意 点 集 T, 恒 有 


4 
m’[TN (CU ED]= Pm’ (TN 已 ). 
iel i=l 


3 
注意 在 m* [TN (ED)] = Dm (TN E) 中 取 T 二 册 E, 就 得 到 测 
度 的 有 限 可 加 性 : 
m(U E,) = DE 
推论 3 设 集 已 ，E, 都 可 测 , 且 E CE, mE < 二 co, 则 
m(E;,—E) = mE;— mE'. 


证 因 mE; 一 mm[(E: 一 已 ) UE]=m(E:—E)+mE,, 
故 mm(E: 一 书 ) = mE; 一 mE 
定理 6 (测度 的 可 数 可 加 性 ) 设 集 E, (i = 1, 2, …) 都 可 测 ,E, 门 E, = 


(i 关 让 , 则 山 已 也 可 测 , 且 m(U E) = DymE,. 


证 一 方面 ,由 推论 2 知 , 对 任意 正 整 数 A， 品 E, 总 是 可 测 的 , 因此 对 任意 
点 集 T, 恒 有 
mT=m°[TN CU E+m' [TN (UV EN] 


4 4 
=2m'TnE)+m [TN CU ED 


和 oo 
Dm (TNE)+m’[TN (U E)], 
令 koo, 即 得 
m" TS Dm (TN ED +m [TN (CU ED) 
iel tml 
>m [TN CU EJ+m [TN (VED. 
另 一 方面 ,因为 


T=[TN (CY EJ UCTN (VE), 
。25 。 


mTSm [TN OBE)+m [TN (UE). 
由 以 上 两 个 方面 知 
mT=m'[TN (UY EV]+m [ITN (UV ED), 
这 说 明 避 EE 可 测 . | 
取 T=UE, 则 TN (VUE) =2,TNE=E,i=1,2,., 


由 m*T> Dm (TN ED +m' [TN ( 岂 )] 知 


再 由 第 一 节 定 理 1 的 (3) 知 


推论 4 设 集 EE(i = 1, 2,…) 都 可 测 , 则 UE; 也 可 测 . 
证 令 E? =E,E =E-(UE) Gi=2,3,…), 则 Er (i= 1,2, 
3,，…) 都 可 测 , 且 E; 站 已 = (i 关 让 ,又 U E, 一 UE; , 故 吕 已 可 测 , 
定理 7 设 集 书 (i 一 1, 2,…) 都 可 测 , 则 月 E, 也 可 测 . 
证 因 肌 EE 一 (U Ei), 故 由 推论 4 与 定理 2, 及 EE 可 测 . 
定理 8 设 集 {E}(k = 1，2,，…) 是 单调 增加 的 可 测 集 列 ,E 二 UE, 一 
lm, 则 
lim mE = m(lim E,) = mE 《〈 下 连续 性 ). 
证 由 推 沦 4,E 一 UE 可 测 . 设 E 一, Ai= EEGi=1,2,…)， 
则 Ai Gi 一 1,2,…) 可 测 , Ai nA 一 Gi 沽 让, 且 EE 一 由 A E=UA. 
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由 定理 6 及 推论 2 的 注意 ， 


二 
mA lm A = Be me 


li 
lot 


hd 


定理 9 设 {E,)(k = 1，2，…) 是 单调 减少 的 可 测 集 列 ,E 一 站 E, = 
limE, 且 mE, <+o, 则 


lim mE 一 m(lim E) = mE (上 连续 性 ). 
he i 


证 由 定理 7, EE 一 门 E; 可 测 . 由 于 {EE, 一 E,} 是 单调 增加 的 可 测 集 列 ， 
所 以 
lim(E—E) =U (E-E)=E-(NE)=E-E, 
又 由 于 EC EC E(kE 2), 从 而 
mE < mE < mE! <+ ok € Z+)， 
由 推论 3 和 定理 8， 
mE — lim mE, = lim(mE, —mEn) 
= limm(E —E) = m(E, ~E) 


=mE! —mE, 


lim mE = mE. 


注意 ”定理 9 中 mE, < 十 oo 的 条 件 可 以 改 为 存在 菜 个 正 整 数 如 ,使 得 
mE < 十 oo， 但 此 条 件 不 能 去 掉 


三 、 常 见 的 可 测 集合 


定理 10 (1) 凡 外 测度 为 零 之 集 篆 可 测 , 叫 做 零 测度 集 ; 

(2) 零 测 度 集 之 任意 子 集 是 零 测 度 集 ; 

(3) 至 多 可 数 个 零 测度 集 的 并 集 是 零 测度 集 . 

定理 11 区 间 了 都 是 可 测 集 , 且 ml 王 | 工 |. 

以 上 两 个 定理 的 证 明 留 作 习 题 . 

定理 12 凡 开 集 、 闭 集 皆 可 测 . 

证 这 是 因为 任意 非 空 开 集 皆 可 表示 为 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 左 开 右 闭 区 
。27 。 


间 之 并 ,而 区 间 是 可 测 的 ; 开 集 可 测 , 则 闭 集 作为 开 集 的 补 集 自 然 可 测 . 

定义 3 设 集合 G 可 表示 为 一 列 开 集 {G;} 的 交集 , 则 G 叫做 C; 型 集 ; 设 集 
合 下 可 表示 为 一 列 闭 集 {F;}) 的 并 集 , 则 下 叫做 F. 型 集 . 

定义 4 凡 属 可 以 从 开 集 出 发 ,用 取 补 集 、 取 至 多 可 数 个 集合 的 并 集 或 交集 
等 手续 不 超过 可 数 多 次 而 得 到 的 集合 叫做 Borel 集 . 

显然 G, 型 集 与 F。 型 集 都 是 Borel 集 , 且 有 : 

定理 13 凡 Borel 集 都 可 测 . 

定理 14 设 已 是 任 一 可 测 集 , 则 一 定 存在 G, 型 集 G ,使 得 G 二 E, 且 m(G 一 
E) = 0, 同 时 也 一 定 存在 F, 型 集 政 ,使 得 FCE, 且 m(E 一 F) =0. 

上 面 的 定理 告诉 我 们 ,只 要 有 了 全 部 G, 型 集 G (或 全 部 F, 型 集 F) 和 全 部 
L 零 测度 集 N, 那 么 一 切 L 可 测 集 都 可 以 获得 ,它们 一 律 可 以 表示 成 正 = G 一 N 
或 下 = 下 UN 的 形式 . 

最 后 介绍 一 个 以 后 常用 的 概念 . 

定义 5 设 工 是 一 个 与 集合 下 的 点 z 有 关 的 命题 ,如 果 


下 一 E[I 成 立 ] = 零 测度 集 ， 
则 说 命题 I 在 已 上 几乎 处 处 成 立 , 记 为 I a.e. 于 下 . 


习 题 1-3 


1. 证 明 本 章 第 二 节 定 理 10 与 定理 11. 
2. 证 明 : 若 已 有 界 , 则 mm" 巨 一 十 co. 
3. 证 明 :至 多 可 数 集 的 外 测度 为 零 . 
4. 巨 为 直线 上 的 有 界 集 , m" E> 0, 则 对 于 任 一 小 于 m* EE 的 正 数 p, 存 在 EE 的 子 集 El， 


使 得 m* E, = p. 
5. 证 明 :Cantor 集 为 零 测度 集 . 
6. 设 { 及 } 是 [0，1] 中 的 可 测 集 列 , mE = 1 (二 1, 2,…), 证 明 : 
mC EV)= mV ED=1. 
7. 设 已 三 已 ,已 三 E (i=1,2), 已 可 测 , 且 mEi = m* Es:, 则 EE 为 可 测 集 . 


8. 若 忆 可 测 , 则 对 于 任意 正 数 e, 恒 有 开 集 G 及 闭 集 F ,使 得 FC ECG, 且 m(G 一 E) < 
em(E—F)<e. 
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第 四 章 可 测 函 数 


为 了 建立 Lebesgue 积分 ,我 们 还 必须 讨论 一 类 重要 的 函数 一 一 Lebesgue 
可 测 函 数 , 它 也 是 从 测度 观点 来 研究 函数 时 所 必然 要 考虑 的 一 类 函数 . 我 们 将 看 
到 ,在 可 测 函 数 类 中 进行 运算 ,如 代数 运算 、 取 极限 运算 等 都 是 相当 方便 的 , 且 所 
得 结果 仍然 是 可 测 函 数 . 
为 了 今后 讨论 问题 的 需要 ,我 们 先 给 出 广义 实数 集 及 广义 实 值 函数 等 概念 ， 
并 对 一 些 常 用 的 与 函数 有 关 的 集合 的 记号 作出 规定 . 
集合 及 = (一 co, 十 co) U { 一 ce) U {二 oo} 叫做 广义 实数 集 ,并 规定 
十 co, 一 co 与 实数 z( 一 co 一 z< 二 co) 的 代数 运算 如 下 ， 
(1) 加 法 z 十 ( 士 co) = ( 士 co) 十 z= ( 士 ceo) 十 ( 士 co) = 士 ooi 
(2) 减法 z 一 ( 干 co) = ( 士 co) 一 z= 土 co 
(3) 乘法 ( 士 co)( 士 co) = 十 ce， ( 士 co)( 干 co) = 一 co， 
士 c， 当 z>0 时 ; 
-| 0， 当 z 一 0 时 ; 
干 ， 当 zx 过 0 时 ; 


士 c， 当 z>>0 时 ， 


2 二 主 se = 
中队 法 一 人 当 z<0 时 . 


区 
注意 人 co) 十 十 c)，( 寺 oo) 一 (十 co), 二， 兰 , 主 裤 ， 王 S 都 是 没 
有 意义 的 . 
EE 是 任意 非 空 集合 ,把 映射 f: 瑟 一 及 叫做 巨 上 的 广义 实 值 函 数 ,而 把 映射 
g: 瑟 一 了 叫做 下 上 的 实 值 函数 或 有 限 函 数 . 
如 果 广 (z) (= 1, 2,…)，F(z)，g(z) 都 是 定义 在 集合 上 的 广义 实 值 
函数 ,a, b 是 有 限 实数 ,我 们 记 
E[f>a]= {rz|lzr€E, f(z)>a}, 
Ela<f<6]= {rz€ E,a</f(z) <b), 
EL/ 关 厅 = {z|zeE 巨 FGz) 天 SCz))， 
E[f.>f]={rxlréE, lim f(z) = f(z)), 


等 等 ,这 些 集合 都 是 己 的 子 集 . 今后 我 们 利用 集合 来 分 析 函 数 的 性 质 时 常 要 用 
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到 这 些 类 型 的 集合 . 


第 一 节 ”可 测 函数 及 其 性 质 


一 、 可 测 函 数 


定义 1 设 /(z) 是 定义 在 可 测 集 EC E" 上 的 广义 实 值 函数 , Ye € R， 
E[f > a] 都 是 可 测 集 , 则 说 f(z) 是 定义 在 EE 上 的 可 测 函 数 . 

定理 1 设 f(z) 是 定义 在 可 测 集 正三 E" 上 的 广义 实 值 函 数 ,下 列 任 一 条 件 
都 是 f(z) 在 EE 上 可 测 的 充分 必要 条 件 : 

(1) Ya € R, E[f 之 a] 都 可 测 ; 

(2) Ya € R, E[f 过 4] 都 可 测 ; 

(3) Ya € R, E[f 过 a] 都 可 测 ; 

(4) Va, bE R, 且 4 二 b, E[a 过 f 过 人 都 可 测 ( 但 充分 性 要 假定 | f(z) | 一 
十 co). 

证 E[f 之 a] 与 E[f 过 a] 对 于 E 是 互补 的 ,同样 E[f aj] 与 E[f>>a] 
对 于 巨 也 是 互补 的 , 故 只 需 证 明 (1) 与 (4). 


注意 到 
EL/>4] -hE[f>e-2], 
E[/>o]=UE[/>a+] 
与 
Ela </ <]= ELf>a] -Elf>, 
EL[f>4]=U Ela</f<at 
即 可 得 证 . 


推论 1 设 f(z) 是 定义 在 EC E" 上 的 可 测 函 数 , 则 E[f 一 aj 是 可 测 集 , 不 
论 a 是 有 限 实 数 还 是 士 cc. 
证 只 须 注意 E[f =a] = E[f 之 a 一 ELf>aj， 


ELf =+%] = 人 ELf >]), 
E[f = 一 <] -用 ELf <—n]. 


例 1 区 间 [a, 6]J 上 的 单调 函数 是 可 测 函 数 . 
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证 不 妨 设 f(z) 是 巨 = [a, 5] 上 的 单调 增加 函数 . 
YcER, 令 
Ze 一 sup{z Lf) oe). 
由 于 f(x) 是 单调 增加 函数 , 故 有 
E[f>¢c]= (zc 十 co) NE, 
所 以 E[f > c] 可 测 , 说 明了 7(z) 是 可 测 函 数 . 
二 、 可 测 函 数 的 性 质 


引 理 设 f(x), g(x) 都 是 定义 在 集合 EC E" 上 的 可 测 函数 , 则 E[f > g] 
与 EL[f > g] 都 是 可 测 集 . 

证 因为 E[f 之 g]= EE[f < g], 故 只 需 证 明 E[f > gj 可 测 . 

设 z。E€ E[f > gj, 于 是 有 f(zo) >>.g(zxo), 则 必 存 在 有 理 数 7, 使 得 F(zo) 
>r> g(xzo), 即 是 z。€ ELF> 站 mn ELg 过 让, 反之 亦 然 . 

因此 , 设 有 理 数 全 体 为 r,，r;，…, 则 


EL/> 四 = 口 (EL>m]mEg<m)， 
由 定理 1 可 知 等 式 右边 是 可 测 集 . 
定理 2 设 /(z), g(z) 在 EC E" 上 可 测 , 则 定义 在 EE 上 的 西数 
fz) + gC); | fz) |; 证 f(z)g(z) 
都 在 E 上 可 测 . 
证 YaE R, 因为 
E[f+c>a]= ELF>a 一 c]， 
EL7> 夺 |， 当 c>0 时 ， 


E[cf >a]= (c 是 非 零 有 限 常 数 )， 
E[7< 2]， 当 ce<0o 时 


故 f(x) 十 c，cf《(z) 是 可 测 的 (显然 当 c 等 于 零 时 这 两 个 函数 也 是 可 测 的 ). 
再 注意 到 
E[f+g>a]=E[f>-gt+a], 


E[f>a]U ELf<—aJ， 当 a 之 0 时 ; 
E, 当 a 二 0 时 ， 
ea 3 ， 


EL|lfl>al= 


EL/>0oNE[f<i], a>0N; 
E>4]= E[f > 0]—E[f=+o],， 当 a=0 时 ; 
ELf>0lUE[f<#], a<oN, 


{(E[f >0]N Elg >0DU (ELf<0] 


N Ete <op} NE[1fI>T7E], 当 a 之 0 时 ; 
W's gE s<ad EE/>onN Ete <oD 

U Er<on a > NF]), 当 a 过 0 时 ， 
可 知 结论 成 立 . 


定理 3 设 {f,(z)) 是 EC E" 上 一 列 (或 有 限 个 ) 可 测 函 数 , 则 w(z) 一 
inf f(z) 与 4(z) = sup f,(zx) 都 在 E 上 可 测 . 

证 由 ELk 之 a] = 由 EL/ 之 oj 与 E[X<<a] = ELf, 之 4] 可知 结 论 
成 立 . 

定理 4 设 (/,(z)} 是 ES E 上 一 列 可 测 函 数 , 则 F(z) = lim f,(z) 与 
G(x) = 硬 f(z) 也 在 下 上 可 测 . 

证 由 limf,(zx) = supCinf f(z)) 和 Jim f.(7z) = infCsup fm (7)), 再 重 
复 运 用 定理 3 可 知 结论 成 立 . 

推论 2 设 {/,(z)) 是 EC E 上 一 列 可 测 函数 ,lim f,(z) = f(z), 则 f(z) 
在 E 上 可 测 . 

定理 5 (1) 设 f(z) 是 定义 在 可 测 集 EEC E" 上 的 可 测 函 数 , E, 是 忆 的 可 
测 子 集 , 则 f(z) 看 作 定 义 在 E, 上 的 函数 时 是 E, 上 的 可 测 函 数 ; 

(2) 设 f(z) 是 定义 在 可 测 集 EF.(i = 1, 2, …, s) 上 的 可 测 函 数 , 则 f(z) 在 
出 已 上 可 测 . 

证 由 羽 [/> 四 = 已 ELf> 困 与 忆 EDO[7>o]= 吕 ELf> 四 可 
知 结论 成 立 . 

下 面 介绍 一 类 重要 的 可 测 函 数 . 

定义 2 设 Ar) 是 定义 在 可 测 集 已 E 上 的 实 值 函 数 ,车 有 E 一 U EE， 
EN E; = ZG(i#)), 且 E;(i = 1, 2,…,s) 可 测 , 使 得 当 z € E; 时 f(zx) = a,， 


qi(i 三 1，2,…，,s) 是 常数 , 则 说 f(z) 是 下 上 的 简单 函数 . 
。32 。 


例 2 可 测 集 上 的 常 值 函数 是 简单 函数 . 
例 3 Dirichlet 函数 


Dy 1， 当 工 是 [0, 1] 中 的 有 理 数 时 ; 
0， 当 工 是 [0, 1] 中 的 无 理 数 时 
是 [0, 1] 上 的 简单 函数 . 
由 定理 5 可 知 简单 函数 都 是 可 测 函 数 ,而 由 定理 4 可 知 一 列 简单 函数 的 极 
限 函数 也 是 可 测 函 数 . 反 过 来 还 有 : 
定理 6 设 f(z) 在 EC FE 上 可 测 , 则 f(x) 总 可 以 表示 成 一 列 简单 函数 
{pn《(Z)} 的 极限 函数 , 即 f(z) 一 lim gp,(z) ,而 且 有 | PCz) |<| pz) I<. 
证 明 在 这 里 略 去 ,读者 可 参阅 本 篇 末 的 参考 文献 . 
由 此 得 到 : 
定理 7 函数 f(x) 在 EC E" 上 可 测 的 充分 必要 条 件 是 f(x) 总 可 以 表示 为 
一 列 简单 函数 {9p(z)} 的 极限 函数 ,其 中 | p (z) |<<| g(x) | 过 …. 


第 二 节 ”可 测 函数 的 构造 


本 节 讨 论 可 测 函数 和 连续 函数 的 关系 ,从 而 揭示 可 测 函 数 的 结构 . 

定义 1 设 ECE", f(z) 是 EE 上 的 实 值 函 数 , ze EE, 如果 Ye 之 0，39 二 
0, 使 得 当 z E O(zo， 6) 门 王 时 ,有 F(z) E OCf(zo),e), 则 说 f(z) 在 zo 处 连 
续 , 此 时 也 说 zx 是 /(z) 的 连续 点 .车 f(z) 在 已 上 每 一 点 都 连续 , 则 说 /(z) 在 
EE 上 连续 ,此 时 我 们 说 f(z) 是 上 的 连续 函数 . 

定理 1 可 测 集 E CSE" 上 的 连续 函数 f(z) 是 可 测 函 数 . 

证 VaeER, 设 zeELA>da, 由 于 7F(z) 是 已 上 的 连续 函数 ,所 以 存在 > 
的 某 邻 域 O(z，6) ,使 得 


Oz, onmESEECF>a]， 
因此 令 G = Olz, 6), 则 
GNE es (Olz, 0) mn E) CS ELf > al. 
而 另 一 方面 显然 有 ELA>> a] CS G, 从 而 E[f >> a] SG E, 于 是 
E[f>a]j=GNE. 


而 G 是 一 秘 开 集 的 并 集 , 仍 为 开 集 , 故 可 测 ,而 已 知已 可 测 ,所 以 ELf > a] 
可 测 , 于 是 结论 成 立 . 
定理 2 (JIyann( 鲁 津 ) 定 理 ) 设 f(z) 是 下 CE" 上 ae. 有限 的 可 测 函 数 , 则 
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VS>> 0, 存在 闭 集 已 三 忆 , 使 得 m[(E 一 F)] 一 6, 且 f(z) 在 F; 上 连续 . 
简 言 之 :在 EE 上 a. e. 有 限 的 可 测 函 数 是 “基本 上 连续 ”的 函数 ， 
证 由 于 ER = EL|f|= 十 0] 是 零 测度 集 ,而 必要 时 总 可 以 用 E 一 E, 代 葵 
FE, 所 以 不 妨 假设 f(x) 在 玉 上 处 处 有 限 . 
将 EF 中 的 全 体 有 理 数 排 成 一 列 为 


Ty Th my Fy 


En = E[ <fD Sr, + 去 ] (其 中 n, = 1，2，…)， 
则 En 均 可 测 . 
于 是 对 于 每 个 E,, 都 存在 开 集 Gw 二 E, 且 
m(Gu — En) < Fr. 


令 已 = 内, (Gu 一 Ea), 则 EE 可 测 且 


,Kel 


mEs < > mGu —En) < 2 5 
5 


"hl 


下 面 证 明 f(z) 在 一 E, 上 连续 : 
Ve > 0, 取 正 整 数 刀 ,使 得 下 过 e.。V zo E 下 一 马 ， 总 有 正 整 数 ,使 和 


Jr) e (ms, m+ 直 ]， 


从 而 zo € Es, SE Grr. 
由 于 Gun 是 开 集 , 所 以 存在 Olzo, 力 S Go ， 当 zeE Ozo, DD 站 En 
时 ,有 
1f(D—f() | 和 站 < 


而 又 由 于 
Ox DN GE 一 已) = OD NIE UY, (Gu — Ea)] 
EOlzo, D NL[E— (Gs, 一 En) 
=0O(z0, D N LE N Gos) U Er] 


= Oz D NN En,» 
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因此 当 z E O(zo, 7D 站 (E 一 EE) 时 , 就 有 
1 f(z)— f(z0) |<e 


成 立 , 这 说 明了 f(x) 作为 EE 一 E, 上 的 函数 在 zx。 处 连续 . 
由 xo。E€ E 一 EE 的 任意 性 可 知 f(z) 在 EE 一 E, 上 连续 . 
由 于 EE 一 EE, 可 测 , 所 以 存在 闭 集 Fe S (E 一 E,) ;使 得 


m((E—E)—F) < 


而 f(z) 在 fF， 上 连续 且 
m(E—F)=m(E—(E—E))+m((E—E,)— F,) 


<m(EN ED)+ 全 <mEs+ 室 
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Js 定理 揭示 了 可 测 函 数 与 连续 函数 的 关系 ,使 我 们 对 于 可 测 函 数 的 结 
构 有 了 进一步 的 认识 ,而 且 JIysua 定理 的 逆 定 理 也 成 立 . 


第 三 节 可 测 函 数列 的 收敛 性 


本 节 讨 论 可 测 函 数列 几乎 处 处 收敛. 几乎 一 致 收敛 与 依 测度 收敛 三 者 之 间 
的 关系 . 

定义 1 设 f,(z) (一 1, 2,…) 与 F(z) 都 是 可 测 集 忆 二 E" 上 的 ae. 有 
限 的 广义 实 值 函数 ， 

车 m(E[f, 大) 一 0, 则 说 {f(z)}) 在 EE 上 几乎 处 处 收 僵 于 f(x), 记 为 


f(z) > f(z)FE. 
若 Y9> 0, 存在 EE 的 可 测 子 集 E,, 且 mE, 二 3, 使 得 { f,(z)}) 在 E, 下 一 
EE 上 一 致 收敛 于 f(z), 则 说 {f,(z)) 在 已 上 几乎 一 致 收敛 于 F(z) , 记 为 f(z) 


二 F(z) 于 已 
定理 1 设 f,(z) (n 一 1,2,…) 与 f(z) 都 是 可 测 集 ECE" 上 的 a.e. 有 
限 的 可 测 函 数 , 则 


(1) f(z) 二 f(z) 于 已 的 充分 必要 条 件 是 Ve > 0, 恒 有 


m( ,VEL 六 Cn 一 Faz) I>e) =0, 
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特别 地 , 当 mE < 十 oo 时 , f(z) 一 > f(z) 于 下 的 充分 必要 条 件 是 Ve 之 0, 有 
lim mC UEL| f(z) — f(z) |>eD) =0; 

(2) f,(z) 二 > f(z) 于 巨 的 充分 必要 条 件 是 Ve > 0, 有 
lim mC U EL| 六 (z) 一 7(z) |>eD =0. 


定理 1 的 证 明 略 去 ,读者 可 参阅 本 篇 末 的 参考 文献 . 
定义 2 设 f,(z) (n==1,2,…) 与 f(z) 都 是 可 测 集 ECE" 上 的 a.e. 有 
限 的 可 测 函 数 , 若 Ve > 0, 有 


limm(E[| f(z)— f(z) |>e)) 一 0， 
则 说 { f,(z)) 在 E 上 依 测度 收敛 于 f(x), 记 为 户 (z) 一 f(z) 于 EE. 
定理 2 设 f,(z)(n 二 1,2,…) 与 f(z) 都 是 可 测 集 ECSE" 上 的 a.e. 有 


限 的 可 测 函数 ， 
当 mE 入 十 co 时 , 有 


(1) 车 放 (z) 一 = f(z) 于 E, 则 f(z) 二 SFCz) 于 尼 ; 


(2) 车 六 (z) 一 = 7(Cz) 于 尼 , 则 广 (z) 一 FCz) 于 下 
(3) 著 刻 (z) 一 f(z) 于 EE, 则 必 有 {f,(z) } 的 子 列 { f(z) ,使 得 f(z) 


2 f(z) 于 下 
(4) (F. Riesz 定理 ) 若 六 (z) 一 /(z) 于 E, 则 必 有 {f,(z)} 的 子 列 {f(z)})， 


使 得 六 (z) 一 > f(z) 于 EE; 
当 mE < 十 co 时 , 有 


(5) 《Eropoa( 叶 果 洛 夫 ) 定 理 ) 车 f,(z) > f(z) 于 E, 则 f,(z) 二 > f(z) 
EY) 


(6) (Lebesgue 定理 ) 若 f,(7z) 一 > f(z) 于 E, 则 f,(zx) 过 f(z) 于 EE. 
证 由 定理 1, 可 知 车 f, 一 > /于 E, 则 Ve >>0, 有 


lmm(U ELI f,—fl>eD =0. 


令 Bw == 避 ,ECL| 了 ,一 f | 之 e], 则 BxBvn CN 二 1, 2,…), 且 存在 N。， 
使 得 m(Bn, ) < 十 <, 由 测度 的 上 连续 性 ,有 
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limm(By) =m( fi Bs) =m( A U ELIf,.—fI>e) = 0. 
ee 0, 0 


再 由 定理 1, 可 知 有 f, 一 于 EE, 即 (1) 成 立 . 
因为 


mm(E[| f,—f |>e) Sm UE-fl>eD (n>N), 


从 而 
limm(E[| f,—f|>e]) 一 0， 


于 是 /之 f 于 E, 即 (2) 成 立 . 

下 面 证 明 (3) 成 立 : 

由 于 地 f 于 E, 则 Ye 二 0 与 YkE€ Zt ,存在 正 整数 K 二 K(k, e). 使 得 当 
n 宇 K 时 ,有 


m(E[| f. 一 fl 之 引 < 赴 :. 


夺 
m= K(l,e), n= maxfm 十 1， 开 (2，e)}，…， 
m= max{ne+1, K(k, e)}, » 
则 < 
且 m(EL| f% 一 7 加 < 直人 = 1 2 


于 是 ，VNE Zr, 有 


mV EL f, —f I> 


< Sm(EL| f, —f le 


入 
MM: 1 
站- 

ll 

站 


故 limm( UE[| /一 f 1 之 一 0, 即 ff 于 E. 
由 (3) 与 (1) 可 立 得 (4). 
由 定理 1 可 立 得 (5). 
由 (5) 和 (2) 可 立 得 (6). 
注意 ， 若 去 掉 条 件 mE< 十 oo, 则 定理 的 (5) ,(6) 不 再 成 立 . 
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例 1 取 EE= (一 co，, 十 co), 作 函数 列 f,(z) 一 村 Zr , 则 有 


f.(7) 0 (zr €E), 
任 取 E, 己 E, 且 mE < 十 oo, 可 知 在 E 一 E, 上 f,(z) 不 可 能 一 致 收敛 于 0， 
即 在 已 上 f,(z) 二 > 0 不 成 立 . 
例 2 取 EE= (0, 十 ceo), 作 函 数列 


1， 当 zE (0,n] 时 ; 


z+. 
0， 当 ze (mw 十 co) 时," 


f(z)= 
显然 f,(z) = 1(z E E), 但 是 当 0 过 过 1 时 ， 
E[| f(z)—1|>e]= (n+o%) 有 有 mn,+t+o) = 十 co， 

说 明 六 (z) 注 于 玖 

定理 2 揭示 了 几乎 处 处 收敛, 几乎 一 致 收敛 与 依 测度 收敛 三 者 之 间 的 关系 ， 
下 面 对 依 测度 收敛 再 介绍 一 些 基本 性 质 . 

定理 3 设 mE 一 +co, f,(z) 坟 f(z), g,(z) 坟 g(xz)(z € E), 则 有 

(1) 车 f(z) 坟 h(xz)(x € E), 则 f(zx) = h(z)a.e. 于 E; 

(2) 车 a, b € R, 则 af,(zx) 十 bg,(zx)>af (z) +bg (zx) 于 E; 

(3) f(x)gn (XT)> f(x) gz) 于 E; 

£ 


(4) 著 g,(z) 和 g(z) 在 EE 上 几乎 处 处 不 为 0, 则 大 (如 -> KZ) 于 
gn(X) g(x) 


(5) | fz)1=1f(z) | 于 E. 
习 题 1-4 


1. 讨论 集合 的 特征 函数 的 可 测 性 . 

2. 证 明 : 在 一 个 零 测 集 上 任意 改变 一 个 函数 的 定义 ,不 影响 函数 的 可 测 性 . 

3. 证 明 JIysua 定理 的 逆 定 理 . 

4. 车 巨 是 有 界 可 测 集 ,7(z) 是 已 上 ae 有 限 的 函数 , 则 f(x) 可 测 的 充分 必要 条 件 是 存 
在 一 列 在 整个 空间 上 连续 的 函数 p,(z) ,使 gz) 二 和 7(z) 于 EE, 试 就 一 维 空间 的 情形 证 明 . 

5. 设 f(z) 是 EE 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , mE 一 十 co , 则 Ve> 之 0, 存在 有 界 可 测 函 数 


&(z) ,使 得 mE[f(z) g(xz)] 之 e. 
6. 设 f.(z) 坟 f(z) 于 E, 且 f(z) = g(z)a.e. 于 E, 则 f,(z)=>g(zx) 于 下 . 
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第 五 章 “Lebesgue 积分 


本 章 将 在 Lebesgue 测度 基础 上 建立 Lebesgue 积分 ,这 是 实 变 函 数 的 重点 
内 容 . Lebesgue 积分 是 20 世纪 初 法 国 数学 家 Lebesgue 提出 来 的 , 它 的 发 展 比 
数学 分 析 中 的 Riemann 积分 要 迟 半 个 世纪 .我们 知道 Riemann 积分 在 求 面积 、 
体积 ,物体 重心 . 矩 量 等 问题 中 起 了 重大 作用 ,但 Riemann 积分 主要 针对 于 连续 
函数 或 者 基本 上 连续 的 函数 ,这 对 于 量子 力学 中 的 物理 量 或 一 般 随 机 变量 的 数 
学 期 望 值 来 说 显然 是 不 够 用 的 ,至 于 积分 与 极限 交换 顺序 , 重 积分 交换 顺序 ， 
Newton-Leibniz 公式 与 一 些 重要 结果 的 运用 往往 要 加 上 一 些 很 强 的 条 件 ,而 
Lebesgue 积分 处 理 这 一 类 问题 是 相当 自由 和 灵活 的 , 它 在 很 大 程度 上 摆脱 了 
，Riemann 积分 的 困境 ,而 且 大 大 地 扩充 了 可 积 函 数 的 范围 ,成 为 现代 分 析 中 不 可 
缺少 的 工具 . 


第 一 节 Lebesgue 积分 的 定义 


Lebesgue 积分 有 很 多 种 定义 方法 ,为 了 便于 和 数学 分 析 中 学 过 的 Riemann 
积分 相对 照 ,我 们 考虑 采用 “大 小 和 式 也 即 “ 确 界 式 ”定义 ,这 样 能 更 好 地 突出 应 
用 积分 概念 时 的 基本 思想 一 一 分 割 求 和 . 

本 节 先 建立 测度 有 限 的 集合 上 有 界 函 数 的 积分 ,对 于 更 一 般 的 可 积 函 数 ,我 
们 放 到 后 面 再 进行 讨论 . 

定义 1 设 E, E,,…, EE, 是 E" 中 一 列 非 空 可 测 集 ,如 果 


ENE = Yi) aE-UE, 


则 说 有 限 集合 族 E,，E,,…,E, 是 下 的 一 个 可 测 分 划 , 简 称 分 划 ; 记 为 D = 
{E). 

设 D' = {E') 是 已 的 另 一 分 划 , 如 果 对 于 任 一 E;E D', 存 在 E, € DD, 使 得 
SCE, 则 说 D' 比 DD 细 . 

显然 有 : 

引 理 1 给 定 已 的 任 两 个 分 划 卫 ，D' ,必然 存在 比 它们 都 细 的 第 三 个 分 划 
D= {ENE|E ED, Ee D’, 有 8 ENE ,i 为 D’ = DD'. 

定义 2 设 f(z) 是 定义 在 测度 有 限 的 可 测 集 EC E" 上 的 有 界 函 数 ,对 E 的 
任 一 分 划 D = {E}, 令 
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B; = supf(o), b: 二 


则 BmE;，5JbanE; 分 别 叫做 f(z) 关于 分 划 D 的 大 和 及 小 和 ,并 分 别 记 为 


S(D, f) 及 sD, f). 
引 理 2 (1) 设 B= supf(z),6= inff(z), 则 


bmE < s(D, f) < 5S(D, f) < BmE; 


(2) 设 分 划 D' 比 DD 细 , 则 sD, f) 之 sD’, 有), S(D', f) < S(D, 内 ; 

(3) 对 于 任 两 个 分 划 D, D', 总 有 sD, f) < S(D', ); 

(4) sups(D， /) < ipfS(D, /), 这 里 的 上 下 确 界 是 对 E 的 所 有 可 能 分 划 
取 的 . 

证 由 定义 可 知 (1) 成 立 ,而 (4) 可 以 由 (3) 直 接 推 出 , 故 只 证 明 (2) 与 (3). 

关于 (2), 设 D = {E}, 比 它 细 的 D' = {E;}, 则 


s(D, f) = DomE; = Dbi( DmE’) 
日 上 55E, 
< DomE’= PomE’= s(D’, f), 
1 BEE, 日 


同样 可 证 S(D', f) < S(D, 内. 
关于 (3) ,对 于 分 划 D，D', 作 DY = DD', 则 D" 比 D,D' 都 细 , 从 而 由 (1)， 
(2) 有 
s(D, ) <s(D', f) < sD, f)< SD', Nf). 


定义 3 设 /(z) 是 定义 在 测度 有 限 的 可 测 集 已 B" 上 的 有 界 西数 ， 
J wa =infS(D, 1) 与 | .rodz = sups(D, 由 分 别 叫做 f(z) 在 EE 上 的 
Lebesgue 上 、 下 积分 ,简称 L 上 ,下 积分 . 

如果 ] .7Cz)dz 一 [f(z)dz, 则 说 f(z) 在 上 Lebesgue 可 积 .简称 可 


积 , 此 时 记 | .7(z)d(z) = | fCz)dz 一 [f(z)dz, 叫做 7(z) 在 下 上 的 Lebes- 


gue 积分 ,简称 L 积分 . 
注意 了 E" 中 测度 有 限 的 可 测 集 上 有 界 函 数 的 L 积分 的 定义 在 形式 上 同 Ri- 
emann 积分 (以 后 简称 R 积分 ) 完 全 类 似 , 只 是 采用 的 测度 和 分 划 不 同 . 
定理 1 设 f(x) 是 定义 在 测度 有 限 的 可 测 集 EE CE* 上 的 有 界 函 数 , 则 
f(z) 在 EE 上 可 积 的 充分 必要 条 件 是 Ve > 0, 存在 EE 的 分 划 DD, 使 得 
»。40。 


SCD, f)—s(D, ) <e. 
证 充分 性 :由 


s(D, < [wae < Treoaz 过 SCD, 记 


0o< J wa ff de < sD, -sD, 1 <e, 
由 的 任意 性 可 知 
J a [fa = 0， 


所 以 F(z) 可 积 . 
必要 性 , 设 | .7(zdz = | /zydz, 由 上 、 下 积分 的 定义 ，Ve > 0， 存 在 分 
划 D;，D;, 使 得 


SCD,， 万 -| rodz< 生 [War sp, n < 
因此 ,对 于 分 划 D = DiD:, 由 引 理 2 的 (2) 有 


es EE 
SCD,， 亡 Treodz< 2， 


_ & 
[swe sD, 万 二 号， 


两 式 相 加 , 即 得 SCD，P 一 s(D, f) 一 e. 

在 第 四 章 我 们 引进 了 可 测 函 数 , 从 下 面 的 定理 可 以 看 出 可 测 函 数 的 定义 事 
实 上 是 针对 着 L 积分 的 需要 而 给 出 的 . 

定理 2 设 f(x) 是 定义 在 测度 有 限 的 可 测 集 E CE* 上 的 有 界 函 数 , 则 
f(z) 在 E 上 LL 可 积 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 在 EE 上 可 测 . 

证 充分 性 : 设 f(z) 在 EE 上 可 测 , 且 65 过 f(z) 之 B, V6>>0, 作 [6, Bj 的 
任意 分 划 : 

6 为 去 为 志和 二 凑 王 也 

使 得 max(y: 一 yc) < 人 

令 EE 二 ELyii < f(z) 过 yj, i 二 1,2,…, 上 , 则 各 EE 可 测 且 互 不 相交 ， 


又 已 = 山 已 ,所 以 D 一 {E.) 构成 已 的 一 个 分 划 , 且 显 然 有 
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SCD, f) < DymEi, s(D, f) > 》 yimE;( 这 是 因为 yi; 雪上 入 B 坟 六 )， 


从 而 有 
S(D, ) —s(D, ) < Dy; — ymE;: < mnE, 


由 6 的 任意 性 和 定理 1 可知 fj(z) 在 已 上 L 可 积 . 
必要 性 : 设 f(z) 在 上 工 可 积 , 我 们 设法 用 两 列 简 单 函 数 从 上 下 两 方面 来 
通 近 f(z) ,从 而 证 明 f(x) 可 测 . 


首先 由 定理 1, 对 正 数 十 ,k = 1，2，…, 依次 作 分 划 D,, 使 得 
S(Di, 1 -sDi, <. 


不 妨 假设 这 列 {D,} 中 的 分 划一 个 比 一 个 细 ( 如 车 不 然 可 用 
Di? =D, D; = DD,, » 
代替 D;，D,,…, 此 时 仍 有 


SCD 1 -sDi, 1 <E). 


设 D, = {E?, EW,…, E%), 


二 Bo ; a i Pe 
2 B; rf bi ,i=1,2,, ms 


由 此 出 发 作 两 列 简单 函数 
BT) = 0°, hi(r) = B ,rE ES,i=1,2,., mk=1,2,.. 
显然 gt(z) 委 F(z) 委 各 (z) ,一 1, 2,…，, 而 且 由 于 DD, 一 个 比 一 个 细 , 就 
有 gi (zx) 递增 ,h,(z) 递 减 ,因此 
‘lim Bi(X) = EC) 与 lim hi(zx) = h(z) 
均 存在 , 且 g(z) < f(z) <h(z). 
因为 g(z)， A(z) 都 是 简单 函数 的 极限 , 故 都 是 可 测 函 数 ,所 以 如 果 可 以 证 
明 到 g(z) = ACz)a.e. 于 ,那么 一 定 就 有 f(z) = g(z) = h(z)a.e. 于 下 ,从 
而 就 证 明了 f(z) 的 可 测 性 . 
假设 “g(z) = h(z) a.e. 于 E” 不 成 立 , 则 由 于 
ELACz) —g(z)>0=0U E[Az) 一 ez) > 2] 
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必 存在 N, 使 得 mE[hKz) 一 5Cz) 之 Nl>® 


记忆 = E[ hz) 一 g(Xz) 之 六 丰 ]， 则 在 E* 上 既然 有 jz) 一 g(x) 之 
么 对 于 任意 的 上 就 更 有 
A(z) 一 gi(z) 宇 万 训 ; 
也 就 是 当 z &€ 已 站 EW 时 ,B% 一 如 之 沿 , 这 样 一 来 便 有 
SCDi, ) —s(Dis f) = BBY —6® mE 


DB -mE NE') 


L Pe 
> NOE NE')= NmE*. 


坟 ' 那 


这 同 SCD， 有 ) 一 s(D,， 内 < 二 0 oo) 矛盾 ,所 以 g(x) 二 h(x) a.e. 


于 E. 
由 定理 2 显然 就 有 : 


定理 3 设 /(z), g(z) 是 测度 有 限 的 可 测 集 ES E" 上 的 工 可 积 函 数 , 则 


f(z)+g(z), f(x)g(z), LD (inf | gCz) |> 0), | f(z) | 
区 (Z) ieE 


在 已 上 都 是 L 可 积 的 . 


第 二 节 ”Lebesgue 积分 的 性 质 


本 节 重 点 介绍 L 积分 的 一 些 初等 性 质 ,在 本 节 的 定理 中 下 是 E" 中 测度 有 


限 的 可 测 集 ,f(z), g(z) 是 EE 上 的 有 界 函 数 . 


定理 (1) 设 f(z), g(z) 在 E 上 LL 可 积 , 则 对 于 任意 常数 a, B, 有 af(z) 十 


语 (z) 在 E 上 工 可 积 , 且 


| arc 十 色 Cz))dz = 中 rcodz+plscodr 


(2) 设 f(z) 在 E 上 可 积 , 则 f(z) 在 EE 的 任意 可 测 子 集 上 L 可 积 , 且 若 EE 


= EUE,, ENE,= 82,E(i=1,2) 可 测 , 则 


| repdz S Dif de 
(3) 设 f(z),g(z) 在 E 上 可 积 , 且 f(z) 之 g(z) (z EE), 则 。 
[war < | ecoar， 
Fs 局 


特别 地 ， 
(如 果 5 过 f(z) 过 B, 则 bmE < | rcodz < BmE; 当 mE = 0 时 ， 


| repdz =0; f(z) = 时 , ff wa = omE; 
(iD | readz|<[ 1 fC2) | dri 
5 


(4) 设 f(z) 在 EE 上 二 可 积 , /(z) 之 0 且 | fdz =0, 则 f(z) = 0 a e. 


全 
(5) (L 积分 的 绝对 连续 性 ) 设 f(z) 在 上 LL 可 积 , 则 对 于 任意 可 测 集 AS 
EF, 有 


lim | redz =0. 


证 只 证 (2)，(4)，(5) ,其 余 读 者 自 证 . 

(2) 前 半 部 分 显然 ,下 面 证 明 后 半 部 分 ， 

由 于 f(z) 在 E 和 EE, 上 都 可 积 , 则 Ye> 0, 存在 E, 的 分 划 Ds 与 已 的 分 
划 De ,使 得 


S(Ds,, f) <| f(z)dzr+ EE, 
1 加 2 
€ 

Ss(Ds, < | 7(z)dr 十 号 ， 


将 两 分 划 合并 可 得 正 的 可 测 分 划 Ds = Da 十 Dz,. 
因此 有 


| reodz< S(Ds, f) = S(Ds,, )+S(Ds,, nD 


<|, adz 二 | Godz+e 


由 e 的 任意 性 ,有 
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[J/ War< | fz)dz + f(z)dz, 


同 理 可 得 相反 的 不 等 式 . 
(4) 由 于 下 = 局 EL > 十 ] U E[f 一 0], 可 令 


则 EE, 可 测 . 
因为 
0= [7 War | rcodz+| Jodrz> | f(D dr > Ee:, 


n 


故 mE, = 0, 从 而 mE[f > 0]= 0, 于 是 f(z) = 0a.e. 于 EE. 
(5) 设 | f(z) <M,zEE, 则 


1 reodz <, | f(D | dz < Me. mA ~ 0(mA ~ 0). 


第 三 节 Riemann 积分 与 Lebesgue 积分 的 关系 


在 数学 分 析 中 ,我 们 学 过 有 界 函 数 的 Riemann 积分 ,现在 对 有 界 函 数 又 定 
义 了 一 种 新 的 积分 一 一 Lebesgue 积分 ,自然 会 想到 弄 清 楚 两 种 积分 之 间 的 
关系 . 

先 看 一 个 例子 . 

例 考察 [0, 1] 上 的 Dirichlet 函数 


Dew) = 上， 当 = 是 [0, 1 中 的 有 理 数 时 
0， 当 壹 是 [0,1] 中 的 无 理 数 时 


在 [0, 1] 上 的 R 积分 与 L 积分 . 

利用 数学 分 析 中 的 结论 : 

f(z) 在 [a, bj 上 R 可 积 的 充分 必要 条 件 是 Ve > 0, 都 可 以 找到 一 个 分 划 工 
二 {zi} (i==0,1,2,…, nn), 当 上 Tl | 一 0 时 , 有 


Dwilzi— Zi) <e, 
Ea 


其 中 w= M; 一 m;,，M; pf ms = (i=1,2,., n). 
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容易 知道 D(z) 在 [0, 1] 上 的 R 积分 不 存在 . 

但 D(z) 是 [0, 1] 上 的 简单 函数 ,因此 在 [0, 1] 上 可 测 , 所 以 D(z) 在 [0, 1] 
上 上 工 可 积 . 

这 个 例子 证 明了 确实 有 L 可 积 但 不 R 可 积 的 函数 存在 ,从 某 种 意义 上 说 明 
L 积分 较 R 积分 广 .下 面 的 定理 将 从 理论 上 证 明 L 积分 是 比 R 积分 更 为 普遍 的 
一 种 积分 . 

定理 车 f(z) 在 [a, 门 上 有 可 积 , 则 f(x) 在 [a, 5] 上 必定 可 积 , 且 


reodz = ,fend 
证 由 已 知 条 件 可 知 f(z) 在 [a, 5] 上 有 界 , 并 且 对 于 [a, 如 的 任意 分 划 
Tia=z < < =b, 
总 对 应 着 一 个 可 测 分 划 


D= {[a, z1], (x19 x2], **, (za 的 }， 


于 是 
s(T, < 上 f(z)dr 
<| ,ra <sT, P， 
从 而 
， 
[faz = sups(T,/) < 上 flz)dz 
a 3 ‘ab] 
, 
<| f(z)dr <infS(T,f) = | fz)dzr, 
te 9 
于 是 定理 结论 成 立 . 


今后 我 们 将 f(z) 在 [a, 妃 上 的 Lebesgue 积分 就 写成 fz)dz. 


注意 上 面 的 定理 谈 的 是 一 维 空间 的 情形 ,对 于 高 维 空间 也 有 类 似 的 结论 ， 
即 工 积分 是 R 积 分 的 推广 . 


第 四 节 ”一 般 可 测 函 数 的 Lebesgue 积分 


在 前 面 几 节 中 我 们 讨论 了 测度 有 限 的 集合 上 有 界 函 数 的 L 积分 ,因为 只 在 
这 时 才能 保证 大 \ 小 和 数 有 限 , 现 在 我 们 要 就 一 般 的 情况 进行 讨论 去掉“ 测度 有 
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限 集 "与 “有 界 函 数 ”这 两 个 条 件 , 使 L 积分 的 定义 能 适用 于 更 加 广泛 的 函数 类 . 
首先 来 看 非 负 可 测 函 数 的 情形 : 
设 F(z) 是 可 测 集 已 S E" 上 的 非 负 实 函 数 , 可 将 巨 用 一 列 单调 增加 的 测度 
有 限 的 可 测 集 已 来 副 近 , 即 


FcEc,linE=E, 
同时 可 将 f(z) 用 一 列 定义 在 E 上 而 函数 值 随 着 4 的 增 大 逐渐 增 大 的 有 界 函数 
f(z) 来 通过 , 即 
fi(z) < f(r) < lim filz) = f(z), 
并 且 可 保证 每 个 有 (x) 在 E, 上 可 测 ( 此 时 必然 有 (z) 在 已 上 可 测 ,这 是 因为 
E[f > 4]=U Elf > o]). 
例如 可 取 : 


E: =ENK, 其 中 Ki = {zn zr, I ) | | zi Ih, i=1, 2 n), 
filz) = [f(z] = min( fz), k}. 


于 是 | /4(z)dz 存在, 且 有 
o<| fodr<| es 


因此 lim|，f.(z)dz 存在 或 为 十 oo. 


不 仅 如 此 ,由 后 面 的 Levi 定理 可 以 证 明 该 极限 值 不 依赖 于 逼近 列 的 选择 而 
惟一 确定 .此 时 ,如 果 有 mE < 十 ce 且 f(z) 在 EE 上 有 界 , 则 因为 


jcreolidz= Colidz+| L/D dr, 
两 边 对 koo 取 极限 ,注意 到 m(E 一 E,) -> 0, 可 得 
| repdz= lim|, Lf (DYdz. 
z 网 


于 是 对 于 非 负 可 测 函 数 来 说 我 们 在 已 知 的 L 积分 概念 上 作 如 下 推广 . 
定义 1 设 f(x) > 0 在 可 测 集 下 王 E 上 可 测 ， 


| rcpdz = lim| [cz)]sdz 
5 4 网 


则 做 f(z) 在 EE 上 的 工 积 分 (其 中 EE 与 [f(zx)]s 如 上 所 述 ). 
其 次 来 看 一 般 函 数 的 情形 : 
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令 广 (z) = max{f(z), 0}, f° (zx) = max{ 一 f(z), 0}, 则 
f(z)= f(z)—f (2). 
易 知 f(x) 在 EE 上 可 测 的 充分 必要 条 件 是 f* (zx) 与 f(x) 在 EE 上 可 测 , 且 
车 F(z) 在 测度 有 限 的 可 测 集 已 上 可 积 , 则 必 有 
| reodr 半 | cdz 一 | 广 (z)dz. 


因此 对 于 一 般 的 可 测 函 数 而 言 , 将 工 积分 作 如 下 推广 . 
定义 2 设 f(z) 在 可 测 集 EC E" 上 可 测 ,如 果 | ./ (z)dz 与 | /7 (x)dz 
不 同时 为 十 co, 则 


| reodz 二 | (x)dz -J (z)dz 


叫做 F(z) 在 下 上 的 工 积分 ,同时 说 f(x) 在 玉 上 积分 确定 ,特别 地 , 当 该 积分 值 
有 限时 ,说 /(z) 在 EE 上 工 可 积 . 

注意 (1) 非 负 可 测 函 数 都 是 积分 确定 的 ,车 积分 有 限 则 在 此 定义 下 工 
可 积 ; 

(2) 测度 有 限 的 可 测 集 上 的 可 积 函 数 是 此 定义 下 的 L 可 积 函数 . 

定理 1 (1) 设 mE =0 (但 E 头 如), 则 对 于 EE 上 的 任意 实 函 数 /(z) 都 有 
| reodz=ow 


(2) 设 f(z) 在 已 上 L 可 积 , 则 mmEL| 了 |= 十 cc] 一 0, 即 jz) 在 已 上 ae， 
有 限 ， 

(3) 设 f(x) 在 EE 上 积分 确定 , 则 F(z) 在 巨 的 任 一 可 测 子 集 A 上 也 积分 确 
定 . 又 如 果 E = 二 AU B,A 与 B 都 可 测 且 A 门 B= 多 , 则 


[wa = | reoaz+ fn dz 


(4) 设 AKCz) 在 巨 上 积分 确定 , 且 f(z) = g(z)a.e. 于 E, 则 g(z) 在 E 上 也 
积分 确定 , 且 | f(z)dz = |,g (2)dzs 
(5) 设 /(z), g(z) 在 EE 上 非 负 可 测 , 则 
.ew 十 ECz))dz = | reodz +|s (Cz)dzs 


(6) 设 f(x), g(x) 在 E 上 积分 确定 且 f(zx) 过 g(x), 则 
» a8。 


| rcodz < ecodz. 


以 上 诸 性 质 只 须 利用 定义 1 与 定义 2 及 本 章 第 二 节 定 理 即 可 简单 地 得 到 
证 明 . 

注意 (1) 在 一 个 零 测 集 上 改变 函数 值 , 既 不 影响 函数 的 可 积 性 也 不 影响 
它 的 积分 值 , 即 使 在 其 上 函数 无 定义 也 未 尝 不 可 . 

(2) 本 章 第 二 节 中 的 定理 对 于 一 般 可 积 函数 也 成 立 . 由 于 积分 具有 绝对 
可 积 性 ,所 以 工 积 分 是 一 种 绝对 收敛 的 积分 ,而 R 积分 不 必 为 绝对 收敛. 当 广 义 
RR 积分 存在 时 ,未 必 有 相应 的 L 积分 ,因此 L 积分 虽然 是 R 积分 的 推广 却 非 R 
广义 积分 的 推广 . 但 对 非 负 可 测 函 数 的 广义 积分 而 言 , 如 果 R 可 积 , 则 必定 工 可 
积 ,详细 的 论证 在 这 里 略 去 ,读者 可 参阅 本 篇 末 的 参考 文献 

例 设 F(z) 在 王 = [a, 65] 上 可 积 , 则 Ye > 0, 必 存在 马上 的 连续 函数 


p(z) ,使 得 | | f(z) 一 g(z) | dz < 成立. 


证 设 书 =E[|7I> 妆 (是 正 整 数 ), 由 于 F(z) 在 瑟 上 几乎 处 处 有 限 ， 
所 以 mE, 一 0(n 一 00). 
由 积分 的 绝对 连续 性 ，Ye > 0, 3 N € Z+ ,使 得 


NmEv<| 1f(z)1dz< 生 . 
， 


在 E 一 Ev 上 对 f(z) 利用 JIy3nk 定理 ,可 知 存在 闭 集 Fx S (E 一 En) 与 EE 
上 的 连续 函数 p(z) 使 得 
CD m((E— Er) — Fy) < 
(2) x € Fy 时 ,f(z) = yg(z),fsup | p(z) | 一 sup 1f(z) I<N. 
EL eR 


所 以 有 


irw-pn l=) 0-pD 1 at] re 一 rc 1dz 
a Ey E-Ey 
< 0 1dz+| lew dt fs, f(D -ps) | de+t0 


< 


EIN. | 。_E 本 
本 十 NmEw 十 2N IN<4+ 有 + €. 


第 五 节 ” 逐 项 积分 定理 


本 节 主 要 讨论 积分 和 极限 交换 顺序 的 问题 ,我 们 将 看 到 在 处 理 这 个 问题 上 
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L 积分 所 要 求 的 条 件 比 R 积分 弱 得 多 ,这 正 是 L 积分 的 最 大 成 功 之 处 . 
一 、 非 负 可 测 函 数列 的 逐 项 积分 定理 
定理 1 (Levi 逐 项 积分 定理 ) 设 { 刻 (z)} 是 可 测 集 下 S E" 上 一 列 非 负 可 测 
西数 , 且 在 E 上 有 f(z) < Ai(z) ,一 1， 2，…，lim fi(z) = f(z) , 则 
各 | ,fin dz =| reodr 


证 明 略 去 ,读者 可 参阅 本 篇 末 所 列 参考 文献 . 
定理 2 (Lebesgue 逐 项 积分 定理 ) 设 {f,(z)} 是 可 测 集 EECSE" 上 一 列 非 负 
可 测 函 数 , 则 


fx fd = BD fradz. 


证 设 gi(z) 二 f(z),n 一 1,2,…, 则 {g(x) ) 是 E 上 非 负 可 测 递 增 
函数 列 ,由 Levi 定理 可 得 


| lim guCz)dz = lim| gC)dz, 
将 lim gs(z) = f(D)， | ecodr= D | mcodz 代入 上 式 即 可 . 
ee t= E 41 
定理 3 (Fatou 引 理 ) 设 {f(z)) 是 可 测 集 ECS E" 上 一 列 非 负 可 测 函 数 , 则 
,mfr<e| fn. 


证 设 gi(z) 二 inf{fi(z), fon(z)，…) ,和 一 1,2，…, 则 {gi(z)} 是 E 上 
非 负 可 测 递增 函数 列 且 lim /,(z) = lim &i(z) ,由 Levi 定理 可 得 


| 徊 疡 Codz= | lim gD dz = lim ecoaz 
= 徊 | .ecodz < 吉 ,fi(z)dz( 因 为 gz) < filz)). 
注意 ”Fatou 引 理 中 的 不 等 号 是 可 以 实现 的 . 例如 , 设 
如 当权 << 十 时 ; 


约 < 
AD = 
0， 当 二 <z<1 或 0<z< 冯 时 . 
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因为 lim fi(z) = 0, 所 以 | lim fi(z)dz = 0. 
[3 5 天 二 
又 有 


| redz 四 facea+ ou = 去 ， 
故 得 
各 | f(D = 玛 ， 


所 以 
上 lim fi(2)dz < lim redz. 
,四 如 。 


二 、 一 般 可 积 函 数列 的 逐 项 积分 定理 


定理 4 (Vitali 逐 项 积分 定理 ) 设 {f(z)} 是 测度 有 限 的 可 测 集 ECSE"” 上 
一 列 可 积 函数 ,满足 

(1) filz)>f(z) 于 EE; 

(2) Ye > 0，33 > 0, 使 得 当 4A CE, mA 二 6 时 有 


1 fwar lI<e (k=1,2,.), 


此 时 称 f(x) 的 积分 具有 等 度 绝对 连续 性 ， 
则 f(z) 在 E 上 LL 可 积 , 且 


各 | f(a 冯 | rear 


证 明 较 繁 ,在 这 里 略 去 ,读者 可 参阅 篇 末 所 列 参考 文献. 

定理 5 (Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 {f(zx)} 是 可 测 集 ECS E"” 上 一 列 可 测 
函数 ,满足 

(1) fir/ FE; 

(2) 存在 巨 上 的 非 负 可 积 函 数 F(z) ,使 得 | f(z) |<F(x)a.e. 于 E(k= 
1，2，…)( 称 { f(z)} 为 F(z) 所 控制 ,而 F(z) 则 控制 函数 )， 
则 F(z) 在 已 上 L 可 积 且 


lim| .rcndz = reoar 


证 由 于 户 (z) 一 f(z), 根 据 Riesz 定理 ,存在 子 列 { 户 (z) } ae. 收敛 于 
f(z),; 由 | fi(z) | 和 FGz)ae. 于 巨 , 得 | f(z) < Flz)a.e. 于 E. 
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因为 F(z) 可 积 ,所 以 f(x) 在 E 上 是 可 积 的 ,同样 可 得 每 个 f(x) 在 E 上 是 
可 积 的 . 
因为 F(x) 在 上 可 积 ,由 工 积 分 的 定义 可 知 ,Ye >0，3 NN > 0, 使 得 


ll F(z)dz <| [F(z)Jwdz 十 对， 
和 
由 此 得 到 
|i Fcodz = |r C4- | Ferdz 一 车 
又 由 积分 的 绝对 连续 性 可 知 ,存在 正 数 5, 使 得 当 可 测 集 A CE 且 mA 一 3 时 ， 
[ F(z)dr < &€, 
5 
对 此 68, 又 由 f(x) 之 f(z) 可 知 , 存 在 正 数 天, 当 & 之 天 时 ， 


€ 
mEs [| f. -fl> cE rr |<e 


> 3 
令 H=En[| ffl> gemEs Dj]: 则 


~ En € 
Ev-H=E[lf-/I<smsrs] . 
由 于 E= HU (Ev 一 Hi) U CE 一 Ev), 则 当 人 之 开 时 
ircwar of fond l= | Leo 一 roldrl 
A 1dz+| AD 一 Fa ldz 


+ | PCz) 一 FGz) | dz 


E 
< mE 十 TJPEN x 2 Forde 十 2], Far 


ej 
二 本 十 写 十 写 & 


推论 1 将 上 面 定理 中 的 条 件 “f(z) 过 f(z) 于 E” 改 为 f(z) > f(z) 
于 E”, 则 结论 仍然 成 立 . 
推论 2 (Lebesgue 有 界 收敛 定理 ) 设 mE 一 二 co, {fi(z)}) 是 ECE"* 上 一 
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列 几乎 处 处 一 致 有 界 的 可 测 函 数 , 若 广 (z) 一 F(z) 于 已 或 六 (z) 二 ”= (z) 于 下 ， 
则 f(z) 在 EE 上 工 可 积 且 


到 ee = | reodz 


例 工 -计算 2 i ee 


解 令 f.(z) = , 则 户 (z) (n == 1, 2,…) 在 [一 1,1] 上 非 负 连 


上 《CI 十 到 7 


续 , 从 而 非 负 可 测 . 当 z = 0 时 ， Bf) 二 0; 当 zx 头 0 时 ， 


设 f(z) = 如 f(z), 则 


由 Lebesgue 逐 项 积分 定理 ,有 


51, are- [rm = [=2 


i +n) er 


例 2 证 明 : lim|， cos zdz 一 0. 


证 设 f,(z)= t,o Z, 于 是 有 


f(z) > 0(n— co). 
因为 


(中 ) = <00>», 


t 
所 以 7 二 3,z 二 0 时 ， 
lnCz 十 四 _ (nt+z) In(z+n) 


n n (z+n) 
n+zln3 n3 
A < a+z), 
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从 而 | f(z | 十 ze、 


令 FCz) = 请 F(z) 在 [0, 十 co) 上 R 可 积 , 因此 F(z) 在 [0， 
十 co) 上 世 可 积 .由 Lebesgue 控制 收敛 定理 有 


n| st m I 


lim 


ecos zdz 一 | li ecos zjdz 


一 0. 


第 六 节 ”Fubini 定理 


本 节 主 要 讨论 重 积分 和 累 次 积分 的 关系 以 及 累 次 积分 中 交换 积分 顺序 的 问 
题 .我们 将 会 看 到 在 重 积分 化 为 累 次 积分 以 及 累 次 积分 交换 积分 顺序 的 问题 上 
L 积分 所 要 求 的 条 件 比 R 积分 弱 得 多 ,这 也 是 L 积分 的 一 个 成 功 之 处 ， 
为 了 建立 Fubini 定理 我 们 要 先 讨 论 乘积 空间 的 测度 问题 . 
定义 1 设 E 是 E? XE 中 一 点 集 , zx。 是 E? 中 一 固定 点 , 则 E? 中 点 集 
{yE EF’ | (zx, y) EE} 


叫做 已 关于 xz。 的 截 夯 , 记 为 EF 
定理 1 (截面 定理 ) 设 下 是 E? X E 中 的 可 测 集 , 则 
(1) 对 于 Ee 中 几乎 所 有 的 z,E, 是 E' 中 的 可 测 集 ,于 是 自然 有 mE 在 By 
中 几乎 处 处 有 定义 ; 


(2) mE 是 中 可 测 函 数 , 且 mE 一 |,mE。dz: 


定理 2 设 A, B 分 别 是 E*，E? 中 的 可 测 集 , 则 AXB 是 E? XE 中 的 可 测 
集 , 且 
m(AXB)= mA .mB. 
定理 1 与 定理 2 的 证 明 较 繁 ,在 这 里 略 去 ,读者 可 参阅 本 篇 末 所 列 的 参考 
文献 . 
定义 2 设 f(z) 是 ECE" 上 的 非 负 函数 , 则 E~: 中 的 点 集 


{(z,z)|zr€EE,0<z< f(z)} 


则 做 f(z) 在 E 上 的 下 方 图 形 , 记 为 G(E, 内. 
定理 3 〈 非 负 可 测 函 数 积分 的 几何 意义 ) 设 f(x) 是 可 测 集 EC E" 上 的 非 
负 函 数 , 则 
(1) f(z) 在 E 上 可 测 的 充分 必要 条 件 是 G(E, 是 E"*' 中 的 可 测 集 ; 
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(2) 当 f(z) 在 E 上 可 测 时 ， | rcpdz = mG(E, . 
证 当 F(z) 是 非 负 常 值 函数 时 , 设 f(z) = c,c 之 0,c 是 常数 , 则 


瑟 X[0, c)， 当 c>>0 时 ; 
ED et 
所 以 G(E, 有 是 Er+: 中 的 可 测 集 . 
当 /(z) 是 简单 函数 时 ,对 于 已 = U E,(E, 为 互 不 相交 的 可 测 集 ) 总 有 
G(E, f) = GE, f), 
故 GCE， 放 可 测 . 
当 F(z) 是 非 负 可 测 函 数 时 , 则 存在 一 列 简单 函数 
0<gz) Sp 福 …， 
使 得 limg, (z) = f(x),TEE. 
于 是 有 


GE, p) EG(E, ga) El UV GE, pg,) = GE, /), 


而 各 GL(E, gp, ) 都 可 测 , 故 G(E， 了 ) 可 测 . 
反之 ,如 果 G(E, 可 测 , 由 截面 定理 可 知 ,mG:(E, 了 有) 是 E" 中 几乎 处 处 有 
定义 的 可 测 函 数 , 且 
_ /f(z)， 当 zEE 时 ; 
ee | 0， 当 z EE 时 . 


所 以 f(z) 在 EE 上 可 测 且 
ff wa = mG(E, ). 
推论 1 设 f(z) 是 EC E 上 的 可 积 函 数 , 则 
far =mG(E, f*)—mG(E, f°). 


推论 2 ”可 测 函 数 f(z) 在 ES E 上 可 积 的 充分 必要 条 件 是 mG(E, 广 ) 与 
mG(E, 广 ) 都 是 有 限 的 . 
由 上 面 的 定理 可 以 导出 Fubini 定理 , 它 揭示 了 高 维 积分 与 低 维 积分 之 间 的 
联系 ,也 是 数学 分 析 中 重 积 分 化 累 次 积分 的 推广 . 
定理 4 (Fubini 定理 ) AS E*,， B C E* 是 两 个 可 测 集 ， 
Gd) 设 FCP) = f(z,y) 在 AXB 上 非 负 可 测 , 则 对 于 a.e. 的 x€A, f(r， 
.55 。 


2?) 看 作 y 的 函数 在 B 上 可 测 , 且 
| rpap=| dz| rc mdy， 
(2) 设 FCP) = f(z, y) 在 AXB 上 可 积 , 则 对 于 ae. 的 zE A, f(z,») 
看 作 y 的 函数 在 日 上 可 积 ,| .7(z, >)dy 看 作 的 函数 在 A 上 可 积 , 且 
| rp =| az| zy Wdy. 
Pe a 
证 (1) 由 定理 3, G(A XB, 了 ) 是 Er 中 的 可 测 集 , 且 
mG(AXB, f) = | rpPydp， 
而 又 由 截面 定理 可 得 
mG(AXB, f) = [umGa x B, dz. 


因为 


{(y,z)|y€EB,0<z<flz,y)}, rEANH; 
2， 当 z A 时 ， 

所 以 对 于 zE A, 截 面 G(A X B,， /); 实际 上 就 是 将 z 固定 后 ,f(x,y) 看 作 是 y 

的 函数 时 ,在 B 上 的 下 方 图 形 G(B，f.mg)). 于 是 当 该 截面 可 测 时 ,由 定理 3 有 


mG(AXB, 1) = mG(B, fong,) = hire, Ways 


E™ SG(AXB, f), = | 


于 是 就 得 到 
| rpPyap = | df re， Wdy. 


(2) 设 f(P) 在 AXB 上 可 积 , 则 f*(P), 广 (P) 在 AXB 上 也 可 积 , 由 (1) 
中 的 等 式 可 得 


| rcPaP 入 | (CP)dP 一 | _ 广 (P)dP 
=| dz| 六 (人 way—| d ,fC Wdy 
=| az(| 六 (z, yd 一 | 广 (zs Wdy) 
=| az| cr (Cz, WD)—f Cx, 7))dy 


=| dz| re， ydy. 
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从 Fubini 定理 我 们 可 以 看 到 ,只 要 重 积分 有 限 , 它 就 和 两 个 累 次 积分 相等 
例 设 /zyy) 一 让 二 和 ?定义 在 FE 一 (0, 1) x (0, 1) 上 , 则 可 以 算出 


fos sf De 和 


由 Fubini 定理 可 知 f(z, y) 在 EE 上 不 可 积 . 


第 七 节 ” Lebesgue 不 定 积分 


本 节 主 要 揭示 E! 空间 中 Lebesgue 积分 与 微分 之 间 的 关系 . 为 此 先 引 进 有 
界 变 差 函数 和 绝对 连续 函数 等 概念 . 
定义 1 设 f(z) 是 [a, 5] 上 的 有 限 函 数 , 如 果 对 于 [a, 5b] 的 任意 分 划 T， 


{如 1 f(z) 一 f(zi4) | } 都 是 一 个 有 界 数 集 , 则 说 f(z) 是 [a, 5] 上 的 有 界 朗 
关 本 数 (或 加 变 机 数 ) ,并 说 stp{ | 7(z) 一 FCz-) 1} 是 /(z) 在 [a, 扑 上 的 


会 变 姜 , 记 为 (有), 当 分 划 为 时 ,了 | f(z) 一 (za) | 则 做 KGz) 在 工 下 的 


变 差 . 

注意 若 f(z) 在 有 限 闭 区 间 [a, 疏 上 满足 Lipschitz( 利 普 希 欧 ) 条 件 (存在 
正 数 了 , 当 zi, zz € [a, 杂 时 ,有 | f(x) 一 f(x) | 委 工 | 一 za 1), 则 f(z) 
是 [a, 6] 上 的 有 界 变 差 函 数 * 另 外 在 有 限 闭 区 间 上 的 单调 有 限 函 数 也 是 有 界 变 
差 函 数 ,因此 有 界 变 差 函 数 不 一 定 是 连续 函数 , 反 过 来 ,连续 函数 也 不 一 定 是 有 
界 变 差 函数 ,例如 


Fa 人 人 当 0<z 入 1 时 ; 
z) 一 


0， 当 z=0 时 
是 [0, 1] 上 的 连续 函数 ,但 却 不 是 [0， 人 全 
事实 上 ,对 [0，1] 取 分 划 T， 0< 区 DT 了 < 于 1 一 1， 
容易 得 到 


|p) fn) 1= » i， 


于 是 YO/ = 
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定理 1 有 界 变 差 函数 具有 下 面 一 些 性 质 : 

(1) f(z) 是 [a, 站 上 的 有 界 变 差 函 数 , 则 F(z) 在 [a, 5] 上 有 界 ; 

(2) 设 f(z)，g(z) 均 是 La, 疏 上 的 有 界 变 差 函数 , 则 对 于 任意 常数 " 与 8， 
有 af(z) 十 胎 (z) 是 [a, 中 上 的 有 界 变 差 函数 , 且 


Veaf + B88) <la | VD + BI VG; 

(3) 设 f(z)， g(x) 均 是 [a, 5] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 则 f(zx)g(z)， A 
(| g(z) |> 0) 是 [a, 妇 上 的 有 界 变 差 函数 ， 

(4) 着 F(z) 是 [a, 阅 上 的 有 界 变 差 函 数 且 六 (7) 一 0, 则 /(z) 必 是 常数 ; 

(5) 车 f(z) 是 [a, 5] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 则 Yc € (a, 5), 有 

VDFVN = Vs 

(6) 著 {g,(z)) 是 [a, 幻 上 一 列 有 界 变 差 西数 , { VCg,)) 有 界 , 且 limg,(z) 

二 g(z)，zE [a, 归 , 则 g(z) 是 [a, 拉 上 的 有 界 变 差 函 数 , 且 


Ve) 云 supVdg)， 
证 明 留 给 读者 . 
前 面 提 到 闭 区 间 上 的 有 限 增 函数 是 有 界 变 差 函数 ,由 定理 1 可 知 ,两 个 有 限 
增 函 数 的 差 还 是 有 界 变 差 函 数 . 反之 ,有 下 面 的 重要 结论 : 
定理 2 〈Jordan 分 解 定理 ) 在 闭 区 间 [a, 5] 上 的 有 界 变 差 西数 /(zx) 可 以 表 
示 为 两 个 增 函 数 之 差 . 
证 作 函 数 


fz) = 去 (YCPD FAD + Co) D， 
户 (z) = 去 (YCP 一 Faz) 二 | Ca) 1). 
任 取 zi ，zz € [a, 习 , 当 xz < za 时 , 由 于 
1 fC) — f(z) [SVP = VP YD, 


所 以 
VDF fm) SYD HF), 


VC fr) 过 VCP fl). 
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这 说 明 f(z) 和 亡 (z) 都 是 [ae, 5] 上 的 增 函 数 ,由 f(z) 和 f(x) 的 定义 
可 知 


f(z) = 到 CCD + f(z) 十 | fa) D 一 去 CYCP 一 FCz) 十 | Fa) |) 


三 六 (z) 一 户 (z). 


此 外 还 有 : . 
定理 3 (Lebesgue 定理 ) 设 f(x) 是 [a, 6] 上 的 有 界 变 差 函数 , 则 
(1) f(z) 在 [a, 门 上 几乎 处 处 存在 导数 f(z); 

(2) 六 (x) 在 [a, 6] 上 可 积 ; 

(3) 如 果 f(z) 是 增 函 数 ,有 (x)dz < f(b —f(a). 


证 明 略 去 ,读者 可 参阅 本 篇 末 所 列 参考 文献 
定义 2 设 F(z) 是 La, 5] 上 的 有 限 函 数 , 如 果 Ye > 0，36 > 0, 使 得 对 于 
[a, 5] 中 互 不 相交 的 任意 有 限 个 开 区 间 (ai, 6.), i 二 1, 2,…,n, 只 要 


六 一 oa) 一 让 
台 


就 有 


和 | FGD) 一 Fa) |<e, 
名 


则 称 F(z) 是 [a, 妇 上 的 绝对 连续 函数 . 
不 难 证 明 : 
绝对 连续 函数 的 线性 组 合 , 绝 对 连续 函数 的 乘积 ,满足 Lipschitz 条 件 的 函 
数 都 是 绝对 连续 函数 ;绝对 连续 函数 是 一 致 连续 函数 ,并 且 也 是 有 界 变 差 函 数 . 
定义 3 设 f(z) 在 [a, 6] 上 工 可 积 , 则 [a, 5] 上 的 函数 


FGz) =fCD dr 十 CCC 为 任意 常数 ) 


则 做 f(z) 的 一 个 Lebesgue 不 定 积分 ,简称 不 定 积分 . 

显然 有 : 

.定理 4 设 f(z) 在 [a, 5] 上 可 积 , 则 其 不 定 积分 是 绝对 连续 函数 . 

定理 5 设 F(z) 是 [a, 门 上 的 绝对 连续 函数 , 则 几乎 处 处 有 定义 的 F(x) 
在 [a, 门 上 世 可 积 , 且 


[Fou = F(z) 一 F(a). 
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证 ”由 定理 3 和 绝对 连续 函数 的 性 质 可 知 定理 前 半 部 分 的 正确 性 ,下 面 证 
明定 理 后 半 部 分 中 的 等 式 成 立 . 
在 (6, 6 十 1] 上 补充 定义 F(z) 的 值 为 常数 FCb) , 则 F(z) 便 成 为 [a, 5 十 1] 
上 的 绝对 连续 函数 . 相应 于 每 个 正 整数 ", 作 [a, 5] 上 的 函数 
1 
Ffz 十 二 ) 一 FGz) 
gn(7) = Det a) . 
nn 


显然 p(x) 在 [a, 6] 上 连续 ,从 而 p,(z) 在 [a, 站 上 不 仅 荆 可 积 ,而 且 R 可 积 .又 


因为 om(z) 一 >F'Cz) 于 [a, 站 ,所 以 如 果 gp,(z) 的 积分 具有 等 度 绝对 连续 性 ,由 
Vitali 逐 项 积分 定理 可 知 


[Fou = 各 | rod = lim #| FG ti) — FJd 
si a 
= limat[ PODde— FCW] 
i 


tt ot 
= lima[| Fod 一 | F(2)di] 


一 F(z) 一 F(a). 


下 面 证 明 wz) 的 积分 具有 等 度 绝对 连续 性 , 即 要 证 明 Ye > 0，36 >> 0， 
使 得 当 A S [a, b], mA <<$ 时 , 有 


| gDdzr |<e n= ,2,00). 
(1) 当 A 为 开 集 时 , 设 义 = 口 工 ,其 中 大 = (ais 5) Gi=1,2,…) 为 A 的 
0 . 


6 下 (z+ 十 PB(z) 


上 ,pr(z)dz = > obs 


fl 


An 
Pi ot 
=- 中 Fodz 一 人 F(z)dz] 
k el 
= LF, + x) — Fa,+z)Jdz 
各 


卫生 
一 DFC + 2) — Fa + z)]dz. 
9 i=1 
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由 于 F(z) 在 [a, 5 十 1] 上 绝对 连续 ,于 是 Ye 之 0，36>0, 使 得 对 于 
[a, 5 十 1] 中 的 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 { C6, di) ), 当 > (di 一 0) 一 


6 时 ,有 
D1 F(Gd) 一 FGc) |<e. 


从 而 当 mA = 了)(Cb 一 4) 过 8 时 ,Vz E Lo 记 ] 有 
各 
立 [+aD 一 +aD]= Di—a) < 
各 Ea 


4 
即 对 于 每 个 正 整数 和 ,有 》) | F(2 十 z) 一 Fa 十 z) | 之 e. 
各 
所 以 


ol 


1 A 
(fom Dd lS | DFG HD- Ft de 


由 于 
和 | xda) pz) [S| plz) | Cz € [a bl,k=1,2,%°), 


lim Xb Cz) pz) = XACz)guCz)， 
根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 可 得 
na 
上,p.codz1=1 xcowcoazl 
i 
= lim | fx cng cz)dz | 
=lim| jweodz1 
<e. 
故 上 popdz1<e =1.2， 


(2) 当 和 A 为 Gs 型 集 ,mA < 8 时 , 设 4 一 由 G.,G, 为 开 集 , 且 [a, 中 己 G, 
G, 二 …, 由 于 lim mG, = mA << 8 所 以 当 ; 充 分 大 后 ,有 mG, < 3, 同 (1) ,根据 
Lebesgue 控制 收敛 定理 可 得 
0 。 


5 
上 wpazl=1| zcomcoarl 


=| 二 Xe Cz) gaz) dz | 


; 
= lim| [xa Cz)p. (0dz | 
= lim| | p20dz |<eln =1, 2， 
(3) 当 A 为 任意 可 测 集 , mA 二 6 时, 必 有 G; 型 集 B 之 A, 使 得 zm(B 一 A) = 
0, 于 是 
1 [AEE 1=| eCoazt | p(nde | 
一 | pcdz |<eln 一 1，2，…). 
由 此 我 们 得 到 :F(z) 是 [a, 65] 上 的 绝对 连续 函数 的 充分 必要 条 件 是 (zx) 是 
“一 个 可 积 函数 的 不 定 积分 ,因此 绝对 连续 性 是 Lebesgue 积分 的 特征 性 质 . 值得 


注意 的 是 要 使 公式 [Fu 三 F(z) 一 Fla) 成 立 , 一 般 说 来 F(z) 的 绝对 连续 


性 是 必需 的 . 

最 后 介绍 L 积分 的 分 部 积分 法 . 

定理 6 〈 分 部 积分 法 ) 设 F(z) 在 [a, 5] 上 绝对 连续 ,g(z) 在 [a, J 上 工 可 
积 ,G(z) 是 g(z) 的 不 定 积分 , 则 


» 
人 Fepecodz = F(z)G(z)|: -| F'(z)G(z)dz. 


证 因为 F(z), G(z) 都 在 [a, 5]J 上 绝对 连续 ,从 而 它们 都 在 [a, 5] 上 有 和 界 , 即 
存在 常数 M> 0, 工 >0 使 得 对 于 一 切 ze [a, 有 | F(z) |<M, | G(z) |<L. 
由 于 MI sg(z) | 与 工 | 已 (z) | 都 在 [a, 6] 上 可 积 , 而 且 有 


| F(z)g(z) | 入 MI1SCz) |，| 已 (z)G(z) | 入 工 | ECz) |， 


所 以 F(z)g(z) 与 F(x)G(zx) 都 在 [a, 5] 上 可 积 ,从 而 F'Cz)GCz) 十 FCz)g(z) 
在 [a, 5] 上 可 积 . 
令 旦 (z) = F(z)G(z), 则 矿 (z) 在 [a, 5] 上 绝对 连续 , 且 


再 '(z) = F(z)G(z) + F(z)g(z) 


在 [a, 6] 上 几乎 处 处 有 定义 ,由 定理 5 得 
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[ F'Cz)GCz)dz +| F(zg(z)dr = HC — HGa) = F(z)GCz) | 


; 
故 | F(Cz)g(Cz)dz = F(z)G(z) | -| F’(x)G(zx)dz. 


第 八 节 Lebesgue-Stieltjes 测度 与 积分 


本 节 主 要 简单 介绍 L 测度 、L 积分 的 推广 , 即 所 谓 Lebesgue-Stieltjes 测度 
与 建立 在 其 上 的 Lebesgue-Stieltjes 积分 . 

设 alz) 是 定义 在 EB 上 的 有 限 增 函数 ,对 任意 开 区 间 工 = (x, xz ), 称 a(z') 
一 a(z) 叫做 区 间 工 的 “ 权 ”, 记 为 | 1 1= ax(z') 一 a(z). 


定义 1 〈L-S 外 测度 ) 对 于 任意 点 集 ESE' , 非 负 实 数 inf bp | 天 | 叫做 
BE 1 
关于 函数 a(z) 的 L-S 外 测度 , 记 为 me 已. 
显然 , 当 a(z) 一 工时 ,，L-S 外 测度 便 成 为 L 外 测度 . 
L-S 外 测度 与 L 外 测度 有 同样 的 基本 性 质 : 


(DmE>0, 有 m2=0 ( 非 负 性 ); 
(2) 设 AEB, 则 m;A<m:B (单调 性 ); 
(9 mi; (UE) < DmiE, (次 可 数 可 加 性 ); 


(4) 车 d(A, B) > 0, 则 mx (AU B)=m;A+m;B. 

但 在 L 外 测度 中 ,区 间 不 论 开 闭 或 半 开 闭 ,其 测度 都 是 区 间 长 度 , 而 在 一 般 
的 L-S 外 测度 中 则 不 然 . 

定理 (1) ms (a, b) 一 ea 一 0) 一 ac(e 十 0); 

(2) ms (a, 6b] = a(b+0) 一 aa 十 0); 

(3) mi [a, 6] = a(b+0)—a(a—0); 

(4) ms [a, 6) = a(b—0)—ala—0). 

由 定理 看 出 ,对 a(z) 取 常 值 的 任意 开 区 间 1, 总 有 ms 了 二 0, 而 对 于 a(zx) 的 
任意 不 连续 点 zo, 则 有 mx {zo} = a(zo 十 0) 一 alzo 一 0) >>0, 这 恰好 与 工 外 测 
度 情形 相反 . 

注意 改变 a(x) 在 不 连续 点 处 的 函数 值 不 影响 L-S 外 测度 的 值 ,因此 ,有 
时 可 要 求 a(z) 为 右 连续 的 增 函 数 ,从 而 有 ms (a, 6b] = a(b) 一 a(a). 

有 了 L-S 外 测度 , 便 可 以 仿照 由 工 外 测度 定义 L 可 测 集 与 测度 的 方法 , 定 
义 E' 中 关于 c(z) 的 L-S 可 测 集 与 测度 . 

定义 2 〈L-S 可 测 集 与 测度 ) 设 记忆 E ,如 果 对 于 任意 工 三 E' ,总 有 
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mT=m TNE)+m (TNE')., 


则 说 巨 是 关于 a(z) 的 L-S 可 测 集 ,而 my 已 巴 做 下 关于 a(z) 的 L-S 测度 , 记 为 
moE. 

类 似 于 工 测度, 不 难 证 明 ; 

(1) 任意 区 间 都 是 L-S 可 测 的 ; 

(2) L-S 可 测 集 及 其 测度 具有 完全 同 于 工 可 测 集 及 其 测度 的 一 切 重要 性 
质 ,例如 关于 a(z) 的 L-S 可 测 集 的 并 交 补 运算 都 是 封闭 的 ,有 可 数 可 加 性 等 等 ; 

(3) 当 miE ==0 时 , 必 有 mE = 0; 

(4) 凡 Borel 集 关 于 任意 a(z) 都 是 L-S 可 测 集 . 

有 了 L-S 可 测 集 和 测度 后 ,我 们 就 可 以 在 其 上 建立 相当 于 工 可 测 函 数 和 工 
积分 的 L-S 可 测 函数 和 L-S 积分 的 概念 与 有 关 理 论 , 只 需要 将 L 可 测 换 成 L-S 
可 测 ,L 测度 换 成 L-S 测度 ,L 零 测度 集 换 成 L-S 零 测度 集 即 可 ,这 样 得 到 的 积 
分 叫做 f(x) 关于 a(z) 的 L-S 积分 , 记 为 | f(z)da(z), 其 中 ECE 为 关于 c(Cz) . 
的 L-S 可 测 集 ,f(z) 为 E 上 的 L-S 可 积 或 L-S 积分 确定 的 函数 

显然 , 当 a(zx) = 工时,L-S 可 测 函 数 与 L-S 积分 就 分 别 成 为 二 可 测 函 数 与 工 
积分 了 . “ 

注意 ”以 上 所 述 L-S 测度 与 L-S 积分 都 是 在 E' 中 的 ,可 以 推广 到 
"(n> 之 1) 中 去 . 


习 题 1-5 


- 1， E Po 时 
1 设 P。 为 [0，1] 上 的 "Cantor 集 , f(z) 一 { a 订 二 吉 j 计算 


| repdr 
2. 设 函数 /(z) 在 [0，1] 上 的 Cantor 集 P 中 的 点 处 等 于 0, 而 在 Ps 的 具有 长 度 为 二 的 
余 区 间 上 等 于 ”Cn 一 1，2，…), 试 证 f(z) 在 [0, 1] 上 可 积 ,并 计算 | f(z)dz 


3. 设 忆 是 [a, 名 的 可 测 子 集 , 则 下 的 特征 函数 Xs(z) 在 [a, 六 上 可 积 , 且 | Xe(z)dz 二 


mE. 
4. 设 F(z) 是 巨 上 的 非 负 可 测 函 数 ,又 瑟 中 使 F(z) 之 c 的 那些 点 所 成 之 集 A 的 测度 mA 
二 a, 证明 


J Har 宇 ac. 
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5. f(z) 是 [a, 妇 上 非 负 连 续 函数 ,如 果 7(z)dz = 0, 则 f(z) = 


6. 对 于 Lebesgue 意义 下 的 上 、 下 积分 而 言 ,相应 于 Darboux 定理 的 结论 是 否 成 立 ? 
7. 设 mE < 二 o,f(z) 是 E 上 可 测 函 数 , E. == E[n 一 1 <f<n], 则 f(x) 在 E 上 可 积 


的 充分 必要 条 件 是 了 ) | n | mE, 一 二 co. 


8. 设 {f.(z)) 是 EE 上 非 负 可 积 画 数 列 ,车 | 7.Cz)dz- on- oo), 则 矿 (D=0 于 已 
9. 设 mE <+co,{ 矿 (z)) 是 ae 有 限 可 测 函数 列 ,证明 ， 


1FczD1 0 
让 Too 


的 充分 必要 条 件 是 f,(z)=>0 于 EE. 
10. 设 f(D) 一 ( 士 ) sin 工 ,0<<z 二 1 讨论 为 何 值 时 ，/(z) 为 (0,1] 上 工 可 积 函 数 


或 不 可 积 函 数 . 
11. 设 由 [0, 1] 中 取出 = 个 可 测 子 集 下, ，E: ，… ，E, ,假定 [0, 1] 中 任 一 点 至 少 属于 这 


个 集中 的 4 个 , 试 证 必 有 一 集 , 它 的 测度 大 于 或 等 于 全、 
12. 设 mE 关 0, f(z) 在 E 上 可 积 ,如 果 对 于 任何 有 界 可 测 函 数 p(x) ,都 有 
| reorcodz= 
则 f(z) = 0 ae. 于 已 
13. 设 f(z) 为 [0, 1 上 的 可 积 函数 ,如 果 对 于 任意 <(0 和 < 近 D ,总 有 | rzdz = 一 0, 则 
f(x) = 0ae. 于 [0,，1]. 
14. 证 明 ， iim/ (+ 二 ) t= 1. 


让 a 
15. 斌 从 T 寺 二 一 好) 十 ( 硬 一 如 ) 十 …, 0 之 <1, 证 明 


和 十 二 < 上 
1 汉人 二 于 一 寺 


2 lil 四 
16. 证 明 : 苇 nt= re 
17. 设 /.(z) 为 上 可 积 函 数 ,f(z) 和 f(z) 于 EE, 且 

Acp 1dz 之 K 。(K 是 常数 )， 


则 f(z) 可 积 . 
18. 设 f(z) 在 [a 一 e, 5 十 ej(e > 0) 上 可 积 , 则 


io [f(z+D)—f() 1dr=0. 
oe 
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19. 设 f(z) 在 (0, 十 cc) 上 可 积 , 且 f(z) 一 致 连续 , 则 
lim f(z) 一 0. 


20. 在 S= {(z, y) | 一 1 委 z 委 1, 一 1 和 ?入 1) 上 定义 


7 2 人 当 了 十 关头 0 时 ; 
0， 当 字 十 六 = 一 0 时 ， 
则 f(z，y) 的 两 个 累 次 积分 都 存在 且 相 等 ,但 f(z，y) 在 S 上 不 可 积 . 
21. 设 /(z) 在 [a, 8] 上 绝对 连续 , 且 厂 (z) 三 0 ae. 于 [a, 缮 , 则 f(z) 是 单调 递增 函数 . 
22. 设 连续 函数 f(z) 在 [a, 5] 上 除 有 限 个 点 外 ,具有 导数 了 (zx), 且 | f(z) | 过 M. 试 证 
f(z) 是 有 界 变 差 函 数 . 
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第 二 篇 一 般 拓 扑 学 


拓扑 学 是 一 种 新 的 几何 学 , 它 研究 图 形 在 连续 变形 下 的 不 变 的 整体 性 质 . 它 
是 现代 数学 的 一 门 重要 基础 课程 . 在 20 世纪 30 年 代 开 始 形成 . 现在 , 拓 朴 学 已 
经 形成 了 一 般 拓扑 学 (或 称 点 集 拓扑 ) ,代数 拓 扑 、 微 分 拓扑 等 分 枝 . 它 已 经 渗入 
到 并 沟通 了 数学 的 很 多 分 枝 , 在 自然 科学 和 工程 技术 中 有 日 益 重 要 的 作用 . 

本 篇 介绍 一 般 拓扑 学 的 基础 知识 ,这 是 现代 数学 的 重要 基础 知识 . 


第 一 章 度量 空间 


在 高 等 代数 和 实 变 函数 课程 中 ,我 们 已 经 熟悉 了 ” 维 欧 氏 空间 , 度量 空间 是 
九 维 欧 氏 空间 的 十 分 自然 的 推广 ,是 学 习 泛 函 分 析 、 拓 扑 学 这 两 门 课程 所 必需 的 
基础 .拓扑 学 要 讨论 的 拓扑 空间 便 是 度量 空间 的 广泛 的 \ 抽 象 的 、 自 然 的 推广 . 本 
章 对 度量 空间 进行 较 详细 的 介绍 . 


第 一 节 度量 空间 


一 、 度 量 空间 的 概念 


极限 是 数学 分 析 的 基本 概念 之 一 . 各 种 不 同形 式 的 极限 概念 有 不 同形 式 的 
描述 方式 ,在 n 维 欧 氏 空间 中 ,极限 概念 的 描述 必须 用 到 距离 的 概念 . 例如 ,所 谓 
序列 {z,} 的 极限 是 zo, 便 是 指 对 于 任意 给 定 的 正 数 e > 0, 存在 正 整数 N, 使 得 
当 ) > N 时 ,所 有 的 点 z, 与 zx。 的 距离 小 于 e. 

不 少 极限 过 程 都 能 用 距离 描述 ,而 且 在 论述 极限 的 性 质 时 ,实质 上 也 只 是 利 
用 了 距离 的 基本 性 质 . 因此 ,为 了 进一步 深入 和 研究 各 种 极限 过 程 , 有 必要 抓 住 
距离 的 基本 性 质 ,将 距离 这 一 概念 抽象 到 一 般 的 点 集中 . 

定义 1 设 S 是 非 空 集合 . p:SXS 一 R' 是 S 上 的 二 元 实 函 数 ,满足 以 下 的 
三 条 度量 公理 
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(1) 正则 性 : po(z, J) 过 0, 且 o(z, y) = 007 = y; 
(2) 对 称 性 : plys x) = p(x, 2); 
(3) 三 角 不 等 式 :plz, z) plz; +ply, 2). 
则 o(z,，y) 叫 做 S 的 点 x，y 的 距离 . 点 集 S 按照 距离 o(z，?y) 成 为 度量 空间 或 
距离 空间 , 记 为 (S, p). 函数 p 叫做 度量 空间 (S，p) 的 距离 函数 或 度量 . 
在 不 致 混淆 时 , 常 将 度量 空间 (S,， po) 简 单 地 记 作 S. 


二 、 度 量 空间 的 例 


度量 空间 包含 十 分 广泛 的 数学 概念 . 下 面 罗列 度量 空间 的 一 些 重要 例子 ,我 
们 应 当 对 它们 十 分 熟悉 . 

例 1 设 E" 是 n 维 欧 氏 空间 , 则 (R", d) 是 度量 空间 . 

证 d 显然 满足 度量 公理 1°、2”. 

下 证 d 满足 度量 公理 3°. 

伎 = 一 zi v= 一 yi w= yi 一 则 w= vo 


故 只 须 证 


二 vi 


Dn tw) < /Bet Da. (1) 
ft 各 


不 等 式 (1) 叫 做 Minkowski( 闵 可 夫 斯 基 ) 不 等 式 . 
不 等 式 (1) 与 不 等 式 


Dtwy < TatDwts /De. /Tu 


显然 等 价 , 因 而 就 是 与 不 等 式 
六 wm < /Sa ， | > (2) 
等 价 . 


当 Shin 过 0 时, 不等式 (2) 显 然 成 立 ,从 而 Minkowski 不 等 式 成 立 . 当 


了 ww, > 0 时 , 不 等 式 (2) 与 不 等 式 


(Siow < DR (3) 
台 名” 各 


等 价 .不等式 (2) 与 (3) 都 叫做 Cauchy-Schwarz( 柯 西 - 施 瓦 兹 ) 不 等 式 . 剩 下 的 是 
去 证 明 不 等 式 (3) 成 立 . 
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记 A= Dn, B= Dvw, C= > 中 
各 各 各 
那么 , 含 rx，y 的 二 次 型 
Ar 十 2Bzy 十 Cy% = > viz twiy)’ 
各 


非 负 ,因此 ,系数 A，B, C 必 满 足 
AC—B: 三 0. 
这 便 证 得 了 不 等 式 (3). 
例 2 设 n 维 欧 氏 空间 E" 的 点 的 集合 R" ,在 R" 上 定义 非 负 实 函数 


di(z, y= D1 zyl 


或 


CAED = 一 Yt 
(x, y) max | z yi 


则 可 验证 (R", di),(R", d: ) 都 是 度量 空间 .证 明 留 给 读者 . 对 于 ”一 2, 3, 建议 
读者 讨论 由 (z，?)，d:(Cz，2) 的 几何 意义 . 
例 3 空间 性 . 


令 2= {z= {z,} € R"| 驴 芭 收 合 } 
对 于 任意 正 整数 ,由 Minkowski 不 等 式 


Be- < SE 
各 各 各 


可 以 看 到 , 当 z = {z)Ee,y={(y)E 忆 时 , 必 有 (zs 一 2)E 忆 , 即 级 数 


对 Ca, 一 y) 收 伍 令 
d(z, y) = [Se,—»): 


全 
则 显然 4 满足 度量 公理 1、2”. 
令 z= {z,} € L. 对 于 任意 的 正 整数 n, 由 Minkowski 不 等 式 , 有 


BDz: 一 2:)? 三 BLz; 一 yi) 二 (yO— 2)] 
ft ft 


< /Toy + /Do -a). 
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令 n 一 oo， 则 得 
di) eat oa): 


因此 ,d 满足 度量 公理 3*. 这 样 ,(2，4d) 是 一 个 度量 空间 . 
例 4 连续 函数 空间 C[a, 6]. 
设 C[a, 是 区 间 [a, 势 上 连续 函数 全 体 的 集 ys 
合 . Vz,y € CLa,b], 记 Nw | 


plz, y) 一 ,2 鸭 | z(b 一 y(GD |， 


则 易 验证 (C[a, 妇 , p) 是 一 个 度量 空间 . 在 这 个 度 
量 空间 中 ,po(z，y) 表 示 C[a, 5] 中 两 点 zx, y 的 距 
离 . 它 表 示 平 面 上 连续 曲线 5 一 z(D 与 = y(t) 上 
横 坐 标 相同 的 两 点 之 间 的 最 大 距离 ( 见 图 2. 1. 1). 
例 5 函数 空间 C% [a, 5]. 
设 是 一 个 正 整数 ,C*[a, 5] 是 区 间 [a, 5] 上 具有 连续 的 上 阶 导 函 数 的 函 
数 全 体 的 集合 . Yz, y € Cw[a, 四 , 记 


图 2.1.1 


(z» y) = max max | zO (iD 一 22 (7) 
和 ms | Ca | 


其 中 , z@ (0 ，y% (Ci) 分 别 表示 z(z) ,y(z). 则 易 验 证 (C% [a, 5], pt) 是 一 个 度 
最 空间 . 

我 们 还 可 以 把 空间 CLa, 56j 视 作 空 间 CW La, 5] ,这样 例 5 中 的 & 便 可 以 看 
作 非 负 整 数 亦 可 . 

例 6 设 S 是 非 空 集合 Vz, y € S, 定义 


0， 当 z 一 > 时; 
1， 当 z 关 yy 时， 


则 (S, o) 是 一 个 度量 空间 ,叫做 离散 度量 空间 . 

从 以 上 的 例子 可 以 看 出 ,同一 个 集合 ,可 以 引入 不 同 的 距离 的 概念 ,从 而 得 
到 不 同 的 度量 空间 . 

例 7 设 (S, p) 是 一 个 度量 空间 .定义 


plz, y) = 


plzx, ») 


Si A 


or y)， 当 plz; y) 之 1 时 ; 


(z,») = 
Gy 1， 当 p(z, y) > 工时 ， 
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则 可 以 验证 (S, o)，(S,， ps) 都 是 度量 空间 . 
例 8 设 CLa, 5b] 是 区 间 [a, 5J 上 连续 函数 全 体 的 集合 . Y f, g € CLa, 8, 记 


plf, 8)= 『 | f(z) — g(z) | dz. 


显然 , p(f，g) 宇 0, 且 当 f 二 g 时 ,p(f, 8) = 0. 
反之 ,假定 f 关 g, 则 3zo € [4,6], 使 得 | f(t) 一 gmw) | 二 0. 记 | ma) 一 
&(zo) | 二 A, 由 | f(x) 一 g(x) | 的 连续 性 知 , 存 在 区 间 TS [a, 5], zx。€ 了 ,使 


得 VzE TI 有 | f(z) 一 g(z) |> 全 ,从 而 


plf, 8) = 1 (z) 一 gCz) | dz 
> Ap 一 ec)1dz> 信 :17II>o0 


(其 中 | 如 表示 区 间 7 的 长 度 ). 


因此 , 当 p(f, g) = 0 时 ,只 能 有 了 一 g. 
再 由 


| f(z) —h(z) |<| f(z) — g(xz) | 十 | g(z) —h(z) | 
可 推出 
， 
[if hn | dr < 1 fn) -gn) | dz+| | gz) 一 Acz) dr， 


即 p(f, h) <plf, 8)+plg, h) 
这 样 便 论证 了 (C[a, b], p) 是 一 个 度量 空间 . 
三 、 度 量 空间 的 子 空间 与 积 空间 


“ 设 (S, p) 是 一 个 度量 空间 . A 是 S 的 一 个 非 空子 集 ,A 的 元 素 按照 距离 o( 限 
制 在 AX A 上 ), 显 然 使 (4A, p) 成 一 个 度量 空间 ,叫做 (S, o) 的 子 空间 . 
设 (S1，, pi) 与 (S;， ps) 是 两 个 度量 空间 . 记 


S=SX5,={(n, zx) | zx € Si, x € SS,}, 
pz1s za), yi, y2)) = Vor, y1) toilrs, y), 


则 易 验 证 (S, po) 是 一 个 度量 空间 ,叫做 CS，m ) 与 (S:，m ) 的 积 空间 , 记 为 (S,， 
p) X (S;, pa). 
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第 二 节 ”度量 空间 的 点 集 


本 节 将 讨论 度量 空间 的 一 些 特 殊 的 点 集 . 因为 度量 空间 是 n 维 欧 氏 空间 的 
自然 推广 ,所 以 ,我 们 从 n 维 欧 氏 空间 的 点 集 理论 出 发 ,将 邻 域 . 开 集 、 闭 集 等 特 
殊 的 重要 点 集 , 以 及 序列 的 极限 ,点 集 的 内 点 , 聚 点 等 重要 概念 引进 到 度量 空间 . 

一 、 邻 域 

设 a 是 度量 空间 (S, p) 的 一 个 点 .6 是 一 个 正 数 ,集合 

Ola, HH) ={r|r€S, pr,a) <o) 


叫做 点 4 在 度量 空间 S 的 8- 令 域 ,简称 a 的 8- 邻 域 ,或 者 a 的 邻 域 .a 叫做 这 个 邻 
域 的 中 心 ,8 叫做 这 个 邻 域 的 半径 、 

集合 Ola, 8) = Ola, 56) 一 {a} 叫做 点 a 的 去 心 邻 域 . 

定理 1 设 度量 空间 (S, p), xz, y, x € S, 假设 


TEO(y, 0), rE Oz, 0), 
则 存在 $ > 0, 使 得 
Olz, 6) ES Oly, 0)nOz，6). 


吃 
3， 


NI 


)， 


证 记 d1 二 6 一 p(z; 9)>0, di=6—p(z, z)>0,6= min{ 
Vb E O(z, 8)， 由 
plb» y) Splb, 7) 十 pz， 2 
<8+tp(z, 3) 
<ditplz, y) 一 6 
知 5€ OCy, 6). 
同 理 可 知 5 € OCz, 6,). 
故 有 定理 1 成 立 . 
在 度量 空间 (S, p) 中 ,如 果 3xo。E S，37 之 0, 使 得 Vz € S, 有 plz, zo) 
一 ,也 就 是 = E O(zo，7), 就 说 度量 空间 (S, p) 有 办 ,否则 ,说 度量 空间 CS，p) 
无 界 . 


二 、 序 列 的 极限 


定义 1 设 {z.} 是 度量 空间 (S, p) 的 一 个 序列 , xz。E€ S. 如果 Ye 之 0, 了 3 正 
一 as。 7T3 。， 


整数 N, 使 得 当 n 二 N 时 ,有 
(zw，zo) < es 


则 说 z 是 序列 {z.} 的 极限 . 又 说 序列 {z.} 按 照 距离 (zx，》) 收 敛 于 mm. 记 为 


lim zu = zo， 


或 
nm — zon — 0). 
这 时 , 称 {z,) 为 收敛 序列 . 
定理 2 在 度量 空间 中 ,收敛 序列 的 极限 是 惟一 的 . 
证 假设 在 度量 空间 (S, p) 中 ,zx。，y。 都 是 收敛 序列 {z,} 的 极限 , 则 
0 委 p(zoy, y%) SC plz To) + p(s, yo), 


令 n 一 co, 有 p(z， mo) 一 0,p(z，y%) 一 0, 故 必 有 p(z，y) = 0, 因 而 z= y. 
定理 3 设 {z,), {y,) 是 度量 空间 (S, p) 的 分 别 收敛 于 xz。，y。 的 两 个 序列 ， 
那么 ， 
plxn» ys) > plTo, yo) (一 co). 
证 因为 p(z,, y,) pls xzo) 十 p(zo，yo) + plyo, yn) 
以 及 
po(zoy yo) Splzo, Za) +plzn, yn) + oly, yo), 
故 有 
| plzn» Ys) — p(Tos Yo) |S p(xn, To) + p(y, Yo), 
令 n 一 co， 便 得 所 要 证 明 的 结论 . 
例 1 连续 函数 空间 C[a, 6] 中 ,序列 {zx,} 按 照 距离 


plz, y) = ,55 | z(0) — y(t) | 
收敛 于 点 z 就 是 连续 函数 列 {z,(t)} 在 [a, 5] 上 一 致 收敛 于 函数 z(z). 
三 、 开 集 与 闭 集 


定义 2 设 已 是 度量 空间 (S, p) 的 一 个 点 集 , a € S. 如 果 存 在 邻 域 O(a， 
6) S 已, 则 说 a 是 点 集 EE 的 一 个 内 点 . 点 集 EE 的 全 体内 点 的 集合 , 则 做 的 内 
部 , 记 为 IntE. 
定义 3 设 巨 是 度量 空间 (S, o) 的 一 个 点 集 , 正 叫做 开 集 ,如 果 巨 的 每 个 点 
都 是 EE 的 内 点 . 
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定理 4 设 度量 空间 (S, p). 则 下 列 命题 为 真 : 

(1) S 与 空 集 纪 是 开 集 ; 

(2) 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 ; 

(3) 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 . 

证 S 的 点 显然 是 S 的 内 点 , 空 集 名 不 含 不 是 内 点 的 点 , 故 S, 2 都 是 开 集 . 

设 A, B 是 开 集 ,YzE€ ANMB, 则 z 是 A 的 内 点 ,也 是 B 的 内 点 .因此 , 存 
在 邻 域 O(zx, 0) 三 A, 邻 域 O(z, 28) SB. 由 本 节 定 理 1, 存 在 邻 域 Ol(z, 0) 忆 
AmnB, 故 z 是 Am3B 的 内 点 ,从 而 AmB 是 开 集 . 

任意 多 个 开 集 的 并 集 的 任意 一 点 总 是 其 中 某 个 开 集 的 内 点 ,从 而 也 是 这 个 
并 集 的 内 点 ,因而 这 个 并 集 也 是 开 集 . 

定义 4 设 EE 是 度量 空间 (S, p) 的 一 个 点 集 , a € S. 如 果 Y6 > 0， 
0O(& ,6) 由 EE 关 I, 则 说 a 是 点 集 EE 的 一 个 聚 点 . 

点 集 巨 的 全 体 聚 点 的 集合 ,叫做 已 的 导 集 , 记 为 已 ; EU E 叫做 E 的 闭 
包 , 记 为 巨 

如 果 巨 = S, 则 说 已 是 S 的 稠密 子 集 . 

定理 5 设 玉 是 度量 空间 (S, p) 的 一 ，p) 的 一 个 点 集 ， a € S, 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) a 是 EE 的 聚 点 ; 

(2) Y8>>0, Ola, 6) 门下 是 无 穷 点 集 ; 

(3) 存在 巨 的 序列 {xz,)( 当 i 关 j 时 ,zx; 取 工 ) ,使 得 


lim zx, = a. 


定理 5 的 证 明 完全 可 以 逐 字 逐 句 照 搬 欧 氏 空 间 的 点 集 EE 的 聚 点 的 类 似 性 
质 的 证 明 , 这 里 从 略 了 . 

由 定理 5 的 命题 (3), 聚 点 又 叫做 极限 点 . 

定理 6 下 是 度量 空间 (S, po) 的 点 集 , 则 (E) CSE’. 

证 任 取 a€ (E”)’, Y8>>0, 3oceEnoa,s， 由 6 是 E 的 察 点 ， 取 
a = min(2S 分， M0), 3ce EN Ob, 8). 


由 于 Dg 
plas c) Splas b) +plb, o) 
<pla, 人 十 (3 一 po(a, b)) 一 0 图 2.1.2 
plas c) Spas b)— pb, o) 
pa -LS >0, 
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故 cE€ EN oO, 9, 因此 “是 巨 的 聚 点 ,定理 得 证 . 
定理 7 设 A, B 是 度量 空间 (S, po) 的 两 个 点 集 , 则 下 列 命题 为 真 : 
(DACB=>A SB 
(2)4UB'=(AUB) 
证 (1) 任 取 ae A'. a 的 人 邻 域 含有 A 的 无 穷 多 个 点 ,从 而 也 含有 B 的 
无 穷 多 个 点 , 故 a € 也 
(2) 由 ASCAUB, 知 AS(AUB) , 同 理 BE(CAU B) ,从 而 


4'UBS(CAUB) 


另 一 方面 , 任 取 cE (AU B) , 则 ec 的 人 - 邻 域 含有 AU B 的 无 穷 多 个 点 ,因而 这 
个 邻 域 含有 A 的 或 B 的 无 穷 多 个 点 , 即 cE A' 或 了 ,从 而 
(4AUB) SA UEB'. 
A'UB’= (AUB). 
定理 8 设 A, B 是 度量 空间 (S, p) 的 两 个 点 集 , 则 下 列 命题 为 真 ; 
(DZ= G 
(2 ACA; 
(3) A=A; 
(WAUB=AU EB. 
证 (DD) 显然 Z'= YH 而 ZF=ZULY'=YHUYG=Y. 
(2)ACAUA’=A. 
(A=AU AM’=AU AUAY) 
=AU (A’U A)) 
=AUA’=A. 
(WAUB= (AU BU (AU B) 
(AUB)U (A'UB’) 
(AUAYU(BUB) 
=AUB. 
从 以 上 定理 可 以 看 出 :度量 空间 (S, p) 的 有 限 子 集 没有 聚 点 . 如 果 S 的 无 穷 
子 集 EE 的 每 相 异 两 点 的 距离 都 大 于 一 个 固定 的 正 数 , 则 EE 没有 聚 点 . 
定义 5 设 已 是 度量 空间 (S, o) 的 一 个 点 集 , 巨 叫做 闭 集 , 如 果 已 三 已 
根据 定义 5, 闭 集 巨 的 “ 闭 ” 字 的 含意 是 指 已 的 聚 点 被 封闭 在 瑟 中 . 
定理 9 设 巨 是 度量 空间 (S, p) 的 一 个 点 集 . 记 EF' = S 一 E, 那么 
已 是 开 集 今 E* 是 闭 集 . 


证 若 下 是 开 集 , 则 YaE ,a 是 E 的 内 点 ,因而 36 之 0, 使 得 Ola, 9) 王 
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于 是 


EE, 即 O(a,6) 几 EF = GY, 故 a E€ (ED) ,从 而 (E) S E, EE 为 闭 集 . 

反之 ,车 户 为 闭 集 , 则 Ya € E, a E (E)', 故 36 之 0, 使 得 OCa, 6) 门 已 
二 名, 即 O(la, 9) 己 E, a 是 EE 的 内 点 ,E 是 开 集 . 

由 定理 9 及 定理 4, 立 即 可 以 推导 出 关于 闭 集 的 重要 性 质 . 

定理 10 设 度量 空间 (S, p). 则 下 列 命题 为 真 : 

(1) 5 与 空 集 是 闭 集 ; 

(2) 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 ; 

(3) 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 

由 上 述 论述 还 不 难看 出 :度量 空间 (S, p) 的 任 一 点 集 EE 的 内 部 IntE 是 开 
集 ;已 的 闭 包 巨 是 闭 集 , 从 而 瑟 是 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 瑟 = EE. 


四 、 点 集 与 点 集 的 距离 
设 A, B 是 度量 空间 (S, p) 的 两 个 非 空 点 集 ,我 们 将 
pA, B) = inffo(z, ) |zE A,yEB)} 
定义 为 点 集 A 与 点 集 B 的 距离 . 我 们 还 规定 : 空 集 节 与 任 一 点 集 A 的 距离 
po( 作 ，A) 为 0. 我 们 将 
plz, B) = inf{p(z, y) | y € B} 
定义 为 S 的 点 z 与 点 集 B 的 距离 


我 们 还 将 
sup{p(z, y) | TE A,yE A} 
定义 为 点 集 A 的 直径 . 
定理 11 设 已 是 度量 空间 (S, po) 的 一 个 非 空 点 集 , z E 互 , 则 o(z,，E) > 0. 
证 因 zEE, 故 zE (E), 而 EE 是 闭 集 , 故 (E)* 是 开 集 .因此 , 36>>0, 使 
得 邻 域 O(z, 6) CC (E)', 从 而 Yy E€ ECE, 均 有 plz, y) 之 6. 故 pl(z, E) 一 
inf{p(z, y) | y € E} 二 6>0. 


第 三 节 ”连续 映射 与 拓扑 映射 


数学 分 析 研 究 的 对 象 是 n 维 欧 氏 空间 上 的 函数 ,主要 是 连续 函数 ,我 们 已 经 
从 刀 维 欧 氏 空间 出 发 认识 了 度量 空间 . 也 定义 了 度量 空间 的 序列 的 极限 . 现在 ， 
应 该 研究 度量 空间 之 间 的 ,与 连续 函数 相应 的 映射 . 


一 、 连 续 映 射 


定义 1 设 X 与 Y 都 是 度量 空间 ,映射 /:X 一 Y, ro E X. 如 果 Ye 0， 
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39 > 0, 使 得 当 zE O(zo, 5) 时 ,有 f(z) € O(f(zo),e), 则 说 映射 在 点 x。 
连续 

如 果 映 射 了 在 X 的 每 一 点 处 都 连续 , 则 说 f 在 X 上 连续 . 这 时 ,映射 了 叫 
做 是 连续 映射 .X、Y 分 别 叫做 映射 的 定义 空间 与 值 空间 . 特别 地 , 当 Y = 了 
时 ,连续 映射 了 通常 叫做 连续 实 值 函 数 ,或 简称 连续 函数 . 

设 ACX, 集 合 


f(A) = {y | 3x€ A, 使 得 y= f(x)} 


叫做 A 在 f 下 的 像 . 
设 BSY, 集合 


广 (B8) = {rz1 3y€ B, 使 得 f(z) = y} 


叫做 在 /下 的 原 像 . 
定理 1 设 X 与 了 都 是 度量 空间 . 映射 f:X->Y. 则 下 列 命题 等 价 : 
(1) 了 是 连续 映射 ; 
(2) Y 的 开 集 在 f 下 的 原 像 是 X 的 开 集 ; 
(3) Y 的 闭 集 在 /下 的 原 像 是 六 的 闭 集 ; 
(4) AS X=/(A) S fA); 
(5) Y zo E X, {zx,} 是 XX 中 的 任意 收敛 于 zx。 的 序列 , 有 


f(x) — f(x0) (n ~ o0). 


证 (1)=>(2):f:X~>Y 是 连续 映射 ,B 是 Y 的 开 集 . 如果 广 '(B) 是 空 集 ， 
则 广 (B) 是 开 集 . 设 广 (B) 关 名 , 任 取 x。E€ 广 '(B), 则 f(x。o)€ B. 由 B 是 开 
集 , 3e > 0, 使 得 邻 域 OCf (zo), e) SB, 又 因 f 在 xz。 连续, 故 36 > 0, 使 得 当 
XE Ol(z, 0 时, f(z) E O(f(zo), e) CG B. 故 Olzo, 5)S 广 (B). 因而 
广 '(B) 是 开 集 . 

(2)=>(3) : 设 B 是 Y 的 闭 集 , 则 Y 一 B 是 开 集 ,因而 广 :(Y 一 B) 是 开 集 . 但 
广 (Y 一 B) =X 一 广 (B). 故 X 一 广 (B) 是 开 集 ,从 而 广 (B) 是 闭 集 . 

(3) 一 (4): Vzo E A, 如 果 zo。E€ A, 显 然 f(zo) € f(A) Cc FA). 假设 
zo € A, 而 f(zo) Ef(A), 则 只 可 能 zx。E A', 即 xo 是 A 的 聚 点 . 记 B = 
(A); 则 B 是 闭 集 , 从 而 广 :(B) 是 闭 集 , 且 因 B= F(A) 二 f(A), 故 A 
广 1(B). 故 zx。 是 A 的 聚 点 也 是 /1(B) 的 聚 点 . 由 广 :(B) 是 闭 集 , 应 当 有 zu E 
广 (B). 因 此 f(zo) € B= f(A). 蔬 盾 . 

(4) 过 (1) :假设 f 不 是 连续 映射 ,不 妨 设 了 在 x。E X 不 连续 , 则 3eo > 0， 
使 得 Y6 >>0, 都 存在 点 zi E OC 人 6,86), 而 f(z) € OCf(zo), eo), 即 f(z1) € 
Y 一 O(f(zo), eo), 因而 zo 是 集合 A = 让 (Y 一 OCf(zo), eo)) 的 聚 点 , 故 zo E 
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A. 注意 到 Y 一 OCf(zo)，, eo) 是 闭 集 ,F(zo) EY 一 OCf(zo), eo), 而 
f(A) = ff71(Y—O(f(z0), eo)) CY— OC(f Cro), eo). 


即 知 zo。€ A 但 f(zo) EFCA). 这 与 (4) 矛盾 . 

(1) 过 (5): 因 在 点 zo 连续, 故 Ye 之 0，3 了 36 二 0, 使 得 当 zE Olzo，, 8) 时， 
f(x) € O(f (zo), e). 由 lim z。 一 zo 知 ,3 正 整 数 N, 使 得 当 n > N 时 ,zx, € 
Olzo，), 因 而 f(z,) E OCf(zo)，e), 这 便 是 lim f(z,) = f(zo). 

(5) 一 (1) :假设 不 是 连续 映射 ,不 妨 设 了 在 mn E X 不 连续 . 则 3e > 0, 对 
于 任意 收敛 于 0 的 正 数 数列 {6,}, 总 是 3z， E OCz。，6,), 使 得 f(z,) E 
Of(zo)，eo) ,这 样 便 可 选 出 一 个 收敛 于 z 的 序列 {Zz}( 当 i 关 j 时 ,zi 天 六) 而 


lim f(z,) 天 f(xo), 


这 与 (5) 了 矛盾 . 

定理 1 从 多 方面 刻画 了 连续 映射 ,我 们 应 当 加 深 理解 . 显然 ,度量 空间 的 恒 
等 映射 是 连续 映射 .如 果 f:X 一 Y 与 g:Y 一 Z 是 度量 空间 之 间 的 连续 映射 , 则 
gf:XZ 也 是 连续 映射 ,用 连续 映射 的 定义 是 不 难 验证 的 . 

例 1 离散 度量 空间 X 到 任 一 度量 空间 Y 的 映射 了 都 是 连续 映射 . 

证 ” 因 离 散 度量 空间 的 任意 点 集 都 没有 聚 点 . 故 其 任意 点 集 都 是 闭 集 , 因 而 
Y 的 闭 集 在 下 的 原 像 总 是 X 的 闭 集 . 故 了 是 连续 映射 . 

例 2 设 度量 空间 (S, p) , 则 p:S XS 一 EB 是 连续 函数 ， 

证 VY(zo, yo)E€SXS, 任 取 SXS 的 收敛 于 (zo。，y。) 的 序列 {z,，y,), 则 


zr 天 Zos yn 一 yo. 由 


plzn» Yr) SplTrs To) tplzo, yo) + plyn, yo) 


及 plzxo» yo0) Splzo, Tn) p(T, Yn) phyn, Yo), 
有 | plzns yr) 一 p(zo，3yo) | px, To) + phy yo)， 
令 n 一 00, 则 得 plz， ys) 一 0Czo，3o)- 
故 p 是 连续 函数 . 
二 、 拓扑 映射 


定义 2 设 X 与 Y 都 是 度量 空间 ,映射 f:X>Y 叫做 拓扑 映射 ,如 果 了 是 
双 射 ,并 且 了 及 逆 映 射 广 :都 是 连续 映射 . 
如 果 两 个 度量 空间 X 与 Y 之 间 存 在 拓扑 映射 /, 则 说 六 与 立 是 同 胚 的 , 记 
为 瑟 纪 并 
易 知 , 度 量 空间 的 同 胚 关系 是 一 个 等 价 关 系 . 
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如 果 度 量 空间 的 某 性 质 ,在 每 一 拓扑 映射 下 保持 不 变 , 则 叫做 拓扑 性 质 . 

由 定理 1 可 知 : 开 集 , 闭 集 , 子 集 的 闭 包 与 收敛 序列 都 是 拓扑 性 质 . 

例 3 将 平面 图 形 看 作 其 点 的 集合 ,按照 欧 氏 空间 E 的 距离 4 ,平面 图 形 都 
是 度量 空间 (E?, 4d) 的 子 空间 . 作为 度量 空间 ,圆周 与 椭圆 、 圆 周 与 正方 形 的 边 
界 、 圆 的 内 部 与 E: 分 别 是 同 胚 的 . 

例 4 设 X= {zxz10 达 xz 二 2x},Y 是 包 中 的 单位 圆周 ,以 (1, 9) 记 单位 贺 
周 上 的 点 的 极 坐标 (0 过 9 二 27), 令 f(x) = (1, x), 显然 是 X 到 Y 的 连续 映 
射 , 且 是 双 射 .但 f 却 不 是 拓扑 映射 ,因为 广 ' 不 是 连续 映射 ,这 从 X 的 闭 集 
A = [x, 27) 的 像 f(A) 不 是 Y 的 闭 集 便 知 . 


三 、 等 距 映 射 


定义 3 设 度量 空间 (X, p) 与 (Y, 4d). 映射 f:X->Y 叫做 等 距 映 射 ,如 果 太 
是 满 射 , Ya, bE X 有 


dl(fla), f(b6)) = pla, b). 


定理 2 等 距 映 射 是 拓扑 映射 . 
证 设 了 是 度量 空间 (X, p) 到 (Y, 4) 的 等 距 映 射 , 先 证 是 单 射 .这 由 
fla) = f(b)=>d(fla), f(b)) = 0>p(a, b) = 0>a =6b 
便 知 . 故 f 是 双 射 ,有 逆 映 射 广 :. 
再 证 广 :是 等 距 映 射 ， 
YayuEyY, 记 广 (o) =a, 广 (o) =65, 则 


PC 广 (0， 广 (oo) = pla, b) = d(fla), f(6)) = dlu, v), 


由 此 便 知 广 ? 是 等 距 映 射 . 
最 后 证 等 距 映 射 是 连续 映射 : 
因为 Ye >>0，36 = e, 使 得 


pla, b) < >ad(fla), f(b)) = pla, b) < e. 


这 样 便 知 等 距 映 射 了 是 连续 映射 . 由 于 广 ' 也 是 连续 映射 . 因此 ,f 是 拓扑 映射. 
如 果 度 量 空间 的 性 质 在 每 一 个 等 距 映 射 下 保持 不 变 ,但 却 不 能 在 每 个 拓扑 
映射 下 保持 不 变 , 则 叫做 度量 性 质 . 


第 四 节 ” 列 紧 度量 空间 
在 维 欧 氏 空间 的 点 集 理论 中 ,请 点 原理 说 的 是 “有 界 无 穷 点 集 必 有 珍 点 ”. 


这 个 聚 点 不 一 定 属于 这 个 点 集 , 但 一 定 属于 这 个 欧 氏 空间 . 与 聚 点 原理 等 价 的 两 
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个 命题 是 “有 界 序列 必 有 收敛 子 列 ”以 及 有 限 履 盖 定 理 .有限 覆 盖 定 理 说 的 是 “有 
限 闭 区 间 的 任 一 开 覆 盖 一 定 有 一 个 有 限 的 子 覆 盖 ”. 这 几 个 等 价 的 命题 在 数学 分 
析 的 基础 理论 中 起 着 重大 作用 . 

本 节 将 在 适当 的 度量 空间 建立 与 这 些 命题 相应 的 理论 . 


一 、 列 紧 度 量 空间 


定义 1 度量 空间 叫做 列 紧 度 量 空间 ,如 果 它 的 每 一 个 无 穷 子 集 都 有 聚 点 . 

例 1 欧 氏 空间 El 上 的 闭 区 间 [a, 6 作为 度量 空间 是 列 紧 度 量 空间 . 

若 S 是 非 空 有 限 集 , 则 度量 空间 (S, p) 是 列 紧 度 量 空间 . 

作为 度量 空间 , 欧 氏 空间 了 以 及 E! 上 的 开 区 间 (a, 5), 半 开 区 间 [a, 5)， 
(a, 捉 都 不 是 列 紧 度量 空间 . 

定义 2 度量 空间 (S, p) ,S 的 子 集 A 叫做 列 紧 子 集 ,如 果 度 量 空间 (A, p) 
是 列 紧 度量 空间 . 

由 定义 可 知 ,度量 空间 (不 必 是 列 紧 的 ) ,其 列 紧 子 集 A 的 每 个 无 穷 子 集 都 
有 聚 点 ,并 且 这 聚 点 一 定 属于 A. 例如 , 闭 区 间 [a, 5] 是 欧 氏 空间 EB! 的 列 紧 子 
集 , 而 开 区 间 (a, 5) , 半 开 区 间 [a, 6b) 与 (a, 纪 都 不 是 E! 的 列 紧 子 集 . 

定理 1 度量 空间 (S, p) 的 列 紧 子 集 A 是 S 的 有 界 闭 集 . 

证 先 证 A 有 界 .假设 A 无 界 , 取 点 a € A, 则 有 as € A 使 得 pCa1, a) > 
1, 有 as € A, 使 得 p({ai, as), a3) 二 1,，…, 有 ac € A, 使 得 p({al, as，…， 
ar)，ari) > 1，…. 这 样 ,A 的 无 穷 点 集 {a1，as，…，a,，*…} 无 聚 点 . 这 与 A 列 
紧 矛 盾 . 

再 证 A 是 闭 集 . 若 A' = 区, 则 A 是 闭 集 . 若 4' 天 节 ，Yae 4A'，a 是 A 的 
聚 点 .那么 ,A 中 有 序列 {z,} ,i 隆 j 时 ,zi 关 zz，{Zz。) 以 a 为 极限 ,因此 ,a 也 是 
A 的 无 穷 点 集 {zi ，ziy …，z,， …} 的 聚 点 . 由 A 是 列 紧 子 集 便 知 a € A, 从 而 
A’ CC A, A 是 闭 集 . 

定理 1 的 逆 命 题 不 真 . 例如, 欧 氏 空间 E 上 的 半 开 区 间 S = (0, 1) 作为 
的 子 空间 ,是 一 个 度量 空间 . A = S 是 度量 空间 S 的 有 界 闭 集 .但 A 不 是 S 的 列 
紧 子 集 . 这 是 因为 A 的 无 穷 子 集 (1, 去 ， 二，…, 二 ，…| 没 有 于 点 . 

定理 2 列 紧 度 量 空间 (S, p) 的 子 集 A 若是 闭 集 , 则 A 是 S 的 列 紧 子 集 . 

证 设 A 有 无 穷 子 集 B, 则 B 也 是 S 的 无 穷 子 集 ,由 S 列 紧 ,B 有 聚 点 5 € 
S. 并 且 bEBCA= A, 即 A 是 S 的 列 紧 子 集 . 

定理 2 中 的 条 件 “S 是 列 紧 度量 空间 ”如 果 改 为 “S 是 度量 空间 ”, 则 结论 一 
般 不 成 立 . 例如 ,n 维 欧 氏 空 间 E" 中 ,E! 是 闭 集 ,但 不 是 E" 的 列 紧 子 集 . 

定理 3 ， 维 欧 氏 空间 Er" 的 子 集 A 是 列 紧 子 集 所 A 是 E" 的 有 界 闭 集 . 
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证 必要 性 :由 定理 1 即 知 . 

充分 性 : 若 A 有 无 穷 子 集 B, 则 B 是 E" 的 有 界 无 穷 点 集 , 故 必 有 聚 点 . 因 
此 ,A 是 列 紧 子 集 . 

定理 4 度量 空间 (S, p) 是 列 紧 度量 空间 的 充分 必要 条 件 是 S 的 任 一 序列 
都 有 收敛 子 列 . 

证 ”必要 性 :S 的 序列 {z,} 有 两 种 情况 .第 一 种 情况 是 序列 {zx,} 的 所 有 点 的 
集合 是 无 穷 点 集 A, 则 A 有 聚 点 a ,从 而 {z,} 有 子 列 {zst} 收 敛 于 a. 第 二 种 情况 
是 序列 的 所 有 点 的 集合 是 有 限 集 . 这 样 ,至少 有 某 一 项 的 点 在 序列 各 项 中 重复 出 
现 无 限 多 次 . 因而 {z,} 有 一 各 项 相同 的 点 构成 的 子 列 ( 叫 做 常 项 序列 ) ,当然 是 收 
敛 子 列 ， 

充分 性 : 设 A 是 S 的 无 穷 子 集 , 则 在 A 中 可 找 一 子 列 {z,),i 关 j 时 ,zi 关 
ZZ， 而 {xz,} 有 收敛 子 列 , 其 极限 便 是 A 的 聚 点 . 故 S 是 列 紧 度量 空间 . 

定义 3 设 。 是 一 个 正 数 ,度量 空间 (S, p) 的 有 限 子 集 W 叫做 S 的 一 个 
名 网 ,如 果 YzE S, 有 p(x,W) 之 e. 

定理 5 对 于 任意 正 数 。, 列 紧 度 量 空间 (S, o) 有 = 网 . 

证 假设 对 某 个 正 数 e, S 无 e- 网 . 任 取 a, € S, 因 {a1} 不 是 S 的 e- 网 , 故 
3a € S, 使 得 pl(as， a1) 三 e; 又 因 {a1 ,as} 不 是 S$ 的 e- 网 , 故 3as € S, 使 得 
plas， {a1， az)) 之 e;*…; 如 此 下 去 , 因 {a1 ,as，…, a,} 不 是 S 的 e- 网 , 故 jant 
E S, 使 得 plarn， {a1， as，*…， a,)) 之 e;*…. 这 样 ,得 到 S 的 一 个 无 穷 子 集 

A= {a az, ars "*} 
A 中 任意 两 点 ai, ai 的 距离 plai, a)) 三 e (i 关门 . 故 A 无 聚 点 .这 与 (S, p) 是 
列 紧 度 量 空间 矛盾 . 

应 当 指 出 ,定理 5 的 逆 命题 不 真 . 有 e 网 的 度量 空间 不 一 定 是 列 紧 度量 空 
间 . 例如 ,E! 上 的 半 开 区 间 (a, 8] 有 se 网 ,但 却 不 是 列 紧 的 . 

定理 6 设 (S,p) 是 列 紧 度 量 空间 . 存在 一 个 至 多 可 数 的 S 的 点 的 邻 域 的 
集合 .人 Y 开 集 GSES,， 3 S A, 使 得 G = 此 Gi. 


证 对 于 每 一 个 正 整 数 , 列 紧 度量 空间 (S, p) 存 在 一 个 二 -网 W;. 记 W 
二 UU Wi, 则 W 是 S 的 可 数 子 集 .集合 


A 二 {Olz,7) | xz EW,rE€ 正 有 理 数 集 Q+} 


是 以 W 的 点 为 中 心 ,以 有 理 数 为 半径 的 邻 域 的 集合 ,是 一 个 可 数 集 . 
VY 开 集 CS S. 如 果 G= S, 则 《有 子 集 .4 一 信使 得 G 一 。 晶 ，Gi- 如 果 


G 天 S,，VzEG, 由 G 是 开 集 便 知 4 = po(z，S 一 G) > 0. 现在 W 中 取 一 点 a， 
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使 得 ptz, a) < 二 4 那么 ,可 取 r E Qr ,满足 于 4<r<< 呈 4 则 有 、 


rEOl(a, EG. 


定理 6 所 述 的 列 紧 度量 空间 的 性 质 叫做 可 数 邻 域 族 性 质 . 从 定理 的 证 明 可 
以 看 出 ,定理 6 的 条 件 可 以 适当 削弱 ,事实 上 ,有 

定理 7 有 一 个 可 数 的 稠密 子 集 的 度量 空间 (叫做 可 分 的 度量 空间 ), 具 有 
可 数 邻 域 族 性 质 . 

例 2 J* 是 可 分 的 度量 空间 ,具有 可 数 的 邻 域 族 性 质 . 

证 记 

A = {{z,} | z, 是 有 理 数 且 至 多 有 限 项 非 零 }， 

则 A 是 Ee 的 可 数 子 集 . 设 z = {z,) € L，Ve > 0, 3 正 整数 NN, 使 得 


3 本 
人 


取 z 满 足 | 一 Z|< 调 二 1，2，…， 和 ND), 则 点 z= zl, zt， NW，0， 


0, 0,…) E A 满足 pl(z, zx") < 2e. 

故 o(z, A) = 0, 因而 A 是 4? 的 一 个 可 数 的 稠密 子 集 . 

二 、 紧 族 性 

定义 4 设 A 是 度量 空间 (S, p) 的 一 个 子 集 ,2* 是 S 的 宕 集 ， 人 S 2. 如 果 
A SU,B, 则 说 A 是 A 在 S 中 的 一 个 覆盖 、 

特别 地 ， 

当 A = S 时 ,就 说 A 是 A 的 一 个 类 盖 ; 

当 以 的 元 素 都 是 开 集 时 ,就 说 K 是 开 履 盖 ， 

当 .的 元 素 都 是 闭 集 时 ,就 说 .人 是 闭 材 盖 ; 

当 A 是 可 数 集 时 ,就 说 A 是 可 数 无 穷 的 覆盖 ; 

当 A 是 有 限 集 时 ,就 说 A 是 有 限 覆 盖 ; 

当 A 的 子 集 . 也 是 A 的 在 S 中 的 一 个 覆盖 时 ,就 说 如 是 A 的 一 个 子 
覆盖 . 

定理 8 设 列 紧 度量 空间 (S, p) 有 一 个 开 覆 盖 .4, 则 3 正 数 4, 使 得 YA 
S, 当 A 的 直径 小 于 时 , 3G € ,使 得 A CSG. 


证 假设 结论 不 成 立 , 则 对 任 一 正 整数 n，3 A,,， A。 的 直径 小 于 十, 使 得 


VG E .4 都 有 A, 生 G. 在 每 个 A, 任 取 一 点 as 则 得 S 的 一 个 序列 {a,). 由 S 是 
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列 紧 的 ,{a,} 有 一 个 收敛 子 列 . 设 这 个 收敛 子 列 的 极限 是 a. 因 .V 是 S 的 开 覆 盖 ， 
故 3GE A, 使 得 a € G, 由 G 是 开 集 , 有 4 二 pla, S 一 G) > 0. 在 上 述 {a,) 的 


收敛 于 a 的 收敛 子 列 中 可 以 选 出 一 项 an ,满足 oa， an) 二 皇 , 且 n> 之 子 . 现 考 


察 A, 由 于 A。 的 直径 小 于 十 ,所 以 对 Vz E A。， 有 


pa 2) Splas aa) 十 pa x) < + <d. 


故 A。 G, 矛盾 . 

定理 8 中 的 正 数 4 叫做 .人 的 一 个 Lebesgue 数 . 

有 了 上 述 准备 ,我 们 可 以 论证 被 叫做 列 紧 度量 空间 的 紧 致 性 的 性 质 . 

定理 9 度量 空间 (S, p) 是 列 紧 度量 空间 污 S 的 每 一 个 开 覆 盖 人 《有 一 个 有 
限 子 覆盖 . 

证 必要 性 : 设 是 S 的 开 和 覆盖 /的 一 个 Lebesgue 数 . A = {(a，az，…， 


ai) 是 S 的 一 个 分- 网 , 则 SEU O(a 亏 ), 由 于 O(ai, 亏 ) 的 直径 <4, 故 3G 


Eh 使 得 O(ai， $#)s6, i 二 1, 2，…, 有 .因而 罗 二 {G1, Gs，…, Gi) 便 是 


所 求 的 有 限 子 覆盖 . 

充分 性 :假设 (S, o) 不 是 列 紧 度量 空间 , 则 S 有 一 个 没有 聚 点 的 无 穷 点 集 
A. 因 A’ = 外 , 故 4 为 闭 集 . 从 而 S 一 A 是 开 集 . Ya € A, a 不 是 A 的 聚 点 , 因 
而 30. > 0, 使 得 O(a, 6.) 由 A= {a). 于 是 UA=1{S 一 A}U {0(a,6.)la€ 
A} 是 S 的 一 个 开 覆 盖 . 显然 ,人 的 真子 集 不 能 覆盖 S. 


三 、 列 紧 度量 空间 上 连续 映射 的 性 质 


我 们 已 经 讨论 了 列 紧 度 量 空间 , 它 可 以 说 是 E 上 的 有 限 闭 区 间 在 度量 空间 
上 的 推广 . 如 同 研究 数学 分 析 中 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 一样 , 现 在 我 们 讨论 列 
紧 度量 空间 上 连续 映射 的 性 质 . 

定理 10 设 X 是 列 紧 度 量 空间 ,Y 是 度量 空间 ,连续 映射 f:X 一 Y, 则 
f(X) 是 Y 的 列 紧 子 集 . 

证 作为 Y 的 子 空间 ,f(X) 是 一 个 度量 空间 ,f:X 一 f(X) 也 是 连续 映射 . 
设 %V= {G,} 是 f(X) 的 任 一 开 覆 盖 . 则 广 :(G.) 是 XX 的 开 集 .A= { 广 (G.) | G。 
E 凡是 X 的 一 个 开 覆 盖 . 由 X 列 紧 性 ,公有 一 个 有 限 的 子 覆盖 


hh = {ff (GD), f (G2), o,f (Gon)}, 


于 是 
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是 F(X) 的 一 个 有 限 覆 盖 , 且 是 勾 的 一 个 子 覆 盖 . 

定理 11 列 紧 度 量 空间 上 的 连续 函数 有 界 ,并且 有 最 大 值 与 最 小 值 . 

证 设 f 是 列 紧 度 量 空间 X 上 的 连续 函数 . 即 f:X 一 E'. 那么 ,f(X) 是 也 
上 的 有 界 闭 集 ,显然 包含 了 它 的 上 确 界 与 下 确 界 . 

定理 12 列 紧 度 量 空间 X 到 度量 空间 Y 的 连续 映射 了 是 闭 映 射 , 即 X 的 
任 一 闭 集 B 的 象 /(B) 是 Y 的 闭 集 的 映射 . 

证 B 是 列 紧 度 量 空间 X 的 闭 子 集 ,因而 是 列 紧 子 集 , 于 是 1(B) 是 Y 的 列 
紧 子 集 , 故 /(B) 是 Y 的 闭 子 集 . 

定理 13 列 紧 度 量 空间 X 到 度量 空间 Y 的 连续 映射 / 如 果 是 双 射 , 则 f 
是 拓扑 映射 . 

证 只 须 证 三 的 逆 映 射 三 :是 连续 映射 即 可 . 任 取 X 的 闭 子 集 B, 则 f(B) 
是 Y 的 闭 子 集 .但 F(B) 就 是 A 在 广 * 下 的 原 象 .因此 , 广 :是 连续 映射 . 

定义 5 设 度量 空间 (X，o) 与 度量 空间 (Y，<) ,映射 f:X-~Y 岂 做 是 在 X 
上 的 一 致 连续 映射 ,如 果 Ye >0，360, 使 得 Vx, x EX, 当 pl(z’, x) 过 
6 时 ,有 d(f(z’), f(z")) <e. 

容易 知道 一 致 连续 映射 是 连续 映射 ,反之 不 然 . 

定理 14 设 列 紧 度量 空间 (X, p) 与 度量 空间 (Y, 4d) ,映射 f:X-~Y 是 连续 
映射 , 则 了 是 在 X 上 一 致 连续 映射 . 

证 了 是 连续 映射 , 则 Ye 之 0，YzEX, 36. > 0 使 得 当 z Ee Olz, 6,) 


时 有 dlf(z), f(z )) << 读 ,由 于 以 = {Olz, 6:) | zE X) 是 列 紧 度 量 空 间 X 


的 一 个 开 槛 盖 , 故 有 一 个 Lebesgue 数 $>0, 当 pz z) 过 6 时 , 则 3z EX, 使 
得 zx’, zx € O(z, 6.), 于 是 


d(flz), fi)) Sdflr), f(z) + dflx), fl7)) 


二 二 十 重 =。 
第 五 节 完备 度量 空间 


一 、Cauchy 序列 与 完备 空间 


在 数学 分 析 中 ,判定 数列 是 否 收敛 ,Cauchy 判 全 准则 常常 起 着 重要 作用 . 在 
度量 空间 中 ,判定 序列 是 否 收敛 ,是 否 有 相应 的 法 则 呢 ? 下面 的 论述 可 以 回答 这 
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一 问题 . 

定理 1 设 {z,} 是 度量 空间 (S, p) 的 一 个 收敛 序列 , 则 {xz,} 满 足下 述 的 
Cauchy 条 件 : 

Ye>>0，3 正 整 数 N, 使 得 当 mm,m > N 时, 有 


poCzm，zn) < e. 
证 设 me S 是 序列 {z,} 的 极限 .ye > 0，3 正 整数 N, 使 得 当 n > N 
时 ,有 p(z,， zo) << 壮 . 那么 , 当 m, ma 之 N 时 ,有 


oCzny Tr) SC p(zn，zo) 十 oCzo， Zo) << 二 十 生 时 


虽然 如 此 ,定理 1 的 逆 命 题 却 不 真 . 这 就 是 说 ,在 度量 空间 中 ,满足 Cauchy 
条 件 的 序列 不 一 定 是 收敛 序列 . 例如 ,作为 也 的 子 空间 (0, 1], 令 zx, = 2， 度量 


空间 (0, 1] 的 序列 {z,} 显 然 满足 Cauchy 条 件 , 但 却 没 有 极限 . 
定义 1 度量 空间 的 满足 Cauchy 条 件 的 序列 叫做 Cauchy 序列 . 
由 上 述 可 知 ,在 度量 空间 中 ,收敛 序列 是 Cauchy 序列 ,但 Cauchy 序列 不 一 
定 是 收敛 序列 ;而 在 n 维 欧 氏 空间 E" 中 ,Cauchy 序列 一 定 是 收敛 序列 . 
定义 2 度量 空间 (S, p) 岂 做 完备 度量 空间 ,如 果 (S, p) 中 的 每 个 Cauchy 
序列 都 是 收敛 序列 . 
完备 度量 空间 常 简称 为 完备 空间 . 
度量 空间 (S, p) 的 子 空间 (E, po) 若是 完备 空间 ,就 说 已 是 度量 空间 (S，p) 
的 一 个 完备 集 . 
我 们 规定 : 空 集 是 度量 空间 的 完备 集 . 
由 前 述 可 知 ,n 维 欧 氏 空 间 E" 是 完备 空间 . 
例 1 Hilbert 空间 (1*, d) 是 完备 空间 . 
“证 任 取 的 一 个 Cauchy 序列 


{zs) = (zz Zo)}, 


对 于 任意 正 整数 &, 数 列 


{zP} = 2 , zp, 2 , az， 
是 到 的 一 个 Cauchy 序列 ,因此 收敛 于 EE 的 一 个 点 zt. 用 zo 表示 数列 
zz , x , ,zh 


的 极限 . 下 证 z。€ 2. 
Ve > 0, 3 正 整数 N, 使 得 当 m, n> N 时 ,有 
»86. 


人 
因此 ,对 于 任意 正 整 数 p, 有 


» 
Pz" 2 < 
Et 


固定 m, 令 n 一 oo, 得 
2 
Drm — zt) Se 


ki 


再 令 情 一 co， 得 


Dm 一 zi 关 委 昌 ， 


于 是 ,数列 {(z 四 一 zx)?) € 2, 即 zz, 一 zo € ,因此 zo。€ L. 
当 之 入 时 ,由 


d(zn, To) SC d(xn, Tonty) + d(Tory, Xo) 
<ete=2e 


便 知 的 Cauchy 序列 {z,} 收 剑 于 ro， 
这 样 2 便 是 完备 空间 ， 


二 、 完备 度量 空间 的 性 质 


定理 2 设 玉 是 完备 度量 空间 (S, p) 的 点 集 , 那 么 ,E 是 S 的 完备 集 的 充分 
必要 条 件 是 巨 是 S 的 闭 集 . 和 

证 充分 性 :EE 的 任 一 Cauchy 序列 {z,} 也 是 完备 度量 空间 (S，p) 的 
Cauchy 序列 . 因而 ,有 极限 z。€ S, 假 若 xz。 E E, 则 zo 的 任意 邻 域 都 含有 巨 的 
异 于 z 的 点 ,因而 zo 6E 已 ,这 与 已 是 S 的 闭 集 矛 盾 . 

必要 性 : 设 zo。 是 EE 的 聚 点 , 则 zo 是 巨 的 某 个 序列 {z,} 的 极限 . {z,} 显 然 是 
眉 的 Cauchy 序列 ,因而 是 已 的 收敛 序列 , 故 xz。E€ EE, 这 样 便 知已 是 S 的 闭 集 . 

定理 3 完备 度量 空间 (Si, , pi) 与 完备 度量 空间 (S,, Ac:) 的 积 空间 (S，o) 是 
完备 度量 空间 . 

证 这 里 S= SX 5S,， 


pz1» Te) (yz» 2)) 一 VPCz，y) 十 CCz，y)， 
任 取 S 的 一 个 Cauchy 序列 


Cx, 28), (zs zx), (x, x ), 
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Ve 0,， 3 正 整 数 NN, 使 得 当 m, ?之 六 时 ,有 
pzxI™, x1™), (rz , zm")) < e， 
故 px, z) px, x"), (zx, x)) <e. 


此 ,序列 


Dz 人 
就 


是 完备 度量 空间 S, 的 一 个 Cauchy 序列 ,从 而 是 S, 的 收敛 序列 , 记 limzf” = zf?. 
同 理 , 有 limzg = zx. 人 
由 此 , 易 得 lim(zx8”,z”) = (zf?， zx ). 
因此 ,S 的 Cauchy 序列 是 收敛 序列 ,S 是 完备 度量 空间 . 
定理 4 〈 闭 球 套 定理 ) 设 彰 量 空间 (S,p) 是 完备 空间 . 

S, = {xz|p(z,, 7) Ce) (一 1，2，…) 


是 S 中 的 一 套 闭 球 , 且 
$5S…%2S5,. 


以 及 es 一 0 一 co)， 那么 ,有 惟一 的 6E S, 使 得 6E 站 S,. 


证 球 心 所 组 成 的 序列 {z。} 是 Cauchy 序列 . 这 是 因为 当 m 宇 n 时 ,由 zz, € 
S。 SS,, 有 
plXn» Tn) Cen. 


因为 6, 一 0, 故 Ve>>0, 存 在 正 整数 N, 使 得 当 " 之 N 时 ,有 es 之 e. 于 是 , 当 m， 
7 之 六 时 ,有 
pxns Tn) < ey 


所 以 {z,} 是 Cauchy 序列 .由 于 S 是 完备 空间 ,{z,} 便 是 收敛 序列 . 设 {z,} 收敛 
于 &€ S. 由 pl(z,, zm) 委 e, 令 加 一 co 可 得 


oz OOKe,, 


即 Ee S，(n 一 1,2,…), 因 此 Eh S,. 
假若 还 有 we 站 5,， 则 
pz D Ze 


令 n 一 oo0, 得 pl&, 二 0, 故 和 二 ,唯一 性 得 证 . 
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习 题 2-1 


1. 证 明 : 度 量 空间 中 的 三 条 度量 公理 与 以 下 的 两 条 公理 等 价 : 
(GD 正则 性 , o(z,，y) 宇 0, 且 pl(z, y) = 09zx = y; 

(iD 三 角 不 等 式 : p(z, z) < pz，y) 十 p(z，y)。 

2. 证 明 : 本 章 第 一 节 例 2 中 的 di ,d; 是 R" 的 距离 . 

3. 证 明 : 本 章 第 一 节 例 7 中 的 (S, pi )，(S, ez ) 都 是 度量 空间 . 
4. 设 S 为 复数 列 {z,} 的 全 体 的 集合 . 令 


| | 


Pr WD 二 2"“ 工 + 二 一 多 


证 明 ,(S, 户 是 一 个 度量 空间 . 
5. 设 C*[a, 器 是 区 间 [a, 幻 上 无 限 次 可 微 函 数 的 集合 . 令 
| f° Dg" D1 
Cf 习 去 ETF FS Da" DT’ 

证 明 : (C”[a, 妇 ，p) 是 一 个 度量 空间 . 

6. 设 S 是 欧 氏 空间 E 中 的 任 一 球面 , Yz, y € S, 规定, y 的 距离 p(x， y) 是 zy 两 
点 的 大 圆 上 以 z，y 为 端点 的 劣 弧 的 弧 长 ,证明 :CE!， pp) 是 一 个 度量 空间 ,p 不 是 本 的 Euclid 
距离 d, 且 


dz ¥) Splz, y) SFEd(z, »). 
7. 设 z, y 是 Hilbert 空间 EE 的 两 点 .证 明 :存在 点 = E E", 使 得 
pz 2) = py, z) = 去 pCr， 区). 


8. 7 题 中 的 点 = 叫做 点 z，y 的 中 点 ,在 一 般 的 度量 空间 S 中 ,是 否 一 定 存在 两 点 zx，y 
的 中 点 ? 

9. 证明: 度量 空间 (S, p) 的 点 集 巨 的 内 部 IntE 是 E 所 包含 的 所 有 的 开 集 的 并 集 . 

10. 证 明 :度量 空间 (S，p) 的 点 集 EE 的 闭 包 E 是 所 有 包含 EE 的 闭 集 的 交集 . 

11. 证 明 : 在 度量 空间 C" [o, 6]( 见 习题 2-1 第 5 题 ) 中 ,序列 {zx,} 按 距离 收敛 于 xz(1) 的 
充分 必要 条 件 是 对 每 个 非 负 整数 p，{zs” (#)} 在 [a, 妇 上 一 致 收敛 于 ze CD. 

12. 证 明 本 章 第 二 节 定 理 5. 

13. 设 A, B 是 度量 空间 (S, po) 的 点 集 .证 明 : (A 由 B) SG A’ m B' .举例 说 明 (A 门 B) 
三 A' mn B' 一 般 不 成 立 . 

14. 设 玉 是 度量 空间 (S, p) 的 闭 集 . 证 明 : 必 有 一 列 包含 巨 的 开 集 A; ，A: ，…, 使 得 
Br-s 

15. 设 正 是 度量 空间 (S,o) 的 一 个 点 集 ,a 是 一 个 正 数 . 证明: 点 集 

.89 。 


O(E, a) = {z1po(z, E) <a} 


是 开 集 , 而 点 集 
{ziplz, E) <a} 

是 闭 集 . 

16. 设 A ,As 是 度量 空间 (S，po) 的 两 个 点 集 , 且 p(Al，A:) > 0. 证 明 :存在 开 集 O,， 
0 ,使 得 

A SEO, A:SO:,0NO:= 8. 

17. R 是 实数 集 ,f 是 离散 度量 空间 (R*", p) 到 n 维 欧 氏 空间 (R", d) 的 恒 等 映 射 ,证 明 : 了 
是 连续 的 双 射 ,但 其 逆 映 射 广 :不 是 连续 映射 . 

18, 设 了 是 度量 空间 X 到 维 欧 氏 空间 E" 的 映射 , x E X, 记 

fx) = (f(D), falz), ,f(z)) 

证 明 :f 是 连续 映射 今 每 个 六 是 连续 函数 . 

19. 设 映射 p: El 一 Fl, 记 G = {(zx, pg(z)) |zEE:)S 世 ,又 记 映射 f:G 一 BE: 为 J(z， 
pLz)) = z, 证 明 :/ 是 拓扑 映射 全 gp 是 连续 函数 . 

20. 设 度量 空间 (S, p), A 与 S, z € S. 证 明 : 距 离 p(x, A) 在 S 上 连续 . 

21. 证 明 : 作 为 n 维 欧 氏 空间 E" 的 子 空 间 ,n 维 实心 球 与 维 正方 形 是 同上 胚 的 ,FE" 与 减 
去 一 个 点 的 n 维 球 是 同 胚 的 . 

22. 设 度量 空间 (X, p) 与 度量 空间 (Y, d) ,映射 /:X 一 Y, zo。E X, 但 zo E X'. 证 明 :了 
在 zo 连续. 

23. 用 长 度 e> 0 的 开 区 间 覆 盖 区 间 [0, 1], 最 少 要 多 少 个 ? 

24. 如 果 {1,) 是 著 盖 [0，1] 的 一 列 开 区 间 , 用 11, | 表示 1, 的 长 度 .证 明 ; 


ei 


多 
25. 设 X 与 Y 都 是 欧 氏 空间 (E"，d) 的 列 紧 子 空间 . 
S= {f | f:X 一 Y, 了 是 连续 映射 ). 
Vf,g € 5, 定义 
plf» 8) = supdlf (7), el)). 


证 明 :(S, po) 是 一 个 度量 空间 . 
26. 证 明 :有 收敛 子 列 的 Cauchy 序列 是 收敛 序列 . 
27. 设 (S, p) 是 完全 度量 空间 . E; 是 S 的 开 集 且 是 S 的 稠密 子 集 (i 一 1，2，…). 证 明 ， 


后 已 是 S 的 稠密 子 集 ， 
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第 二 章 拓扑 空间 


度量 空间 的 内 容 与 应 用 虽然 已 经 十 分 广泛 ,但 是 它 却 不 能 包括 像 射影 空间 
等 在 实际 应 用 中 广泛 存在 的 空间 . 因此 ,有 必要 将 度量 空间 的 概念 加 以 推广 . 本 
章 研讨 的 拓扑 空间 就 是 度量 空间 的 推广 . 在 拓扑 空间 中 ,两 点 之 间 一 般 没 有 距离 
的 意义 . 在 这 样 的 前 提 下 ,我们 要 建立 序列 的 收敛 ,函数 的 连续 性 等 数学 分 析 中 
相应 的 概念 ,利用 这 些 概 念 ,讨论 一 些 拓扑 空间 的 性 质 . 这 就 是 本 章 要 研究 的 
内 容 . 


第 一 节 ”拓扑 空间 的 概念 


一 、 拓 扑 与 开 集 


从 度量 空间 的 论述 中 可 以 看 到 ,极限 是 通过 距离 描述 的 ,但 实际 上 是 可 以 通 
过 特殊 的 开 集 一 一 邻 域 来 描述 的 . 基于 这 一 点 ,可 以 抽象 出 拓扑 空间 的 概念 . 

定义 1 设 X 是 一 个 非 空 集合 , FS 2*. 了 则 做 X 的 一 个 拓扑 ,如 果 9 满足 
下 列 的 开 集 公理 : 

1 XENYED 

2” 车 A, BE 有 FD 则 ANBE SD 

3° 著 多 全 包产, 则 , 册 AET 

X 与 X 上 的 拓扑 了 叫做 一 个 拓扑 空间 , 记 为 (X, 外 ,有 时 也 简 记 为 X. 拓扑 
了 的 元 素 叫 做 X 的 开 集 . 

由 定义 可 知 ， 拓扑 空间 就 是 在 其 - 上 定义 了 开 集 的 集合 . 拓扑 空间 (X,， 匀 的 
开 集 具有 性 质 : 

(1) X 与 好 是 开 集 ; 

(2) 有 限 多 个 开 集 的 交集 是 开 集 ; 

(3) 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 . 

当 X 是 有 限 集 时 ,拓扑 空间 (X, 了) 叫做 有 限 拓 扑 空间 

当 X 是 无 限 集 时 ,拓扑 空间 (X, 9) 叫 做 无 限 拓扑 空间 . 

拓扑 空间 广泛 存在 .我们 已 经 熟知 的 几何 空间 、n 维 欧 氏 空间 ,度量 空间 都 
是 特殊 的 拓扑 空间 . 

例 1 (S, po) 是 度量 空间 ,和 是 S 的 开 集 全 体 的 集合 , 则 用 是 S 的 一 个 拓 

1 


扑 ,(S, 区) 是 一 个 拓扑 空间 . 反 叫做 度量 6 诱导 出 的 拓扑 . 说 度量 空间 (S, p) 是 
一 个 拓扑 空间 ,就 是 专 指 (S, 5). 

特别 地 ,n 维 欧 氏 空 间 E" 是 拓扑 空间 ,其 拓扑 是 由 欧 氏 空间 的 距离 4 诱导 
出 的 拓扑 ,叫做 自然 拓扑 或 欧 氏 拓扑 . 

例 2 任何 非 空 集合 X 都 有 一 个 开 集 个 数 最 少 的 拓扑 了 = {X， 纪 )，(X， 
了 7) 叫做 平庸 拓扑 空间 ,简称 平庸 空间 .平庸 空间 只 有 两 个 开 集 :X 与 空 集 亿 . 

例 3 任何 非 空 集合 X 都 有 一 个 开 集 个 数 最 多 的 拓扑 2*.(X，2*) 叫 做 离 
散 拓扑 空间 ,简称 离散 空间 . 离散 空间 中 每 个 子 集 都 是 开 集 . 

例 4 设 集合 X={0, 1}, 7= {X, 休 , {0}}. 可 以 验证 9 是 X 上 的 一 个 拓 
扑 . 拓扑 空间 (X, 了 7) 叫 做 WW, Sierpinski( 希 尔 宾 斯 基 ) 空 间 . 


三 、 拓扑 基 


在 度量 空间 中 , 邻 域 是 特殊 的 开 集 ,每 个 开 集 都 是 一 族 邻 域 的 并 集 . 这 一 事 
实 使 我 们 提出 拓扑 基 的 概念 . 

定义 2 设 拓扑 空间 (X, 7 了), 有 三 中 有 叫做 拓扑 了 的 基 , 如 果 X 的 每 个 开 
集 都 可 表 为 3 的 ( 某 些 ) 元 素 的 并 集 . 

拓扑 了 的 基 儿 又 叫做 拓扑 空间 (X, 了 7) 的 拓扑 基 , 或 者 X 的 拓扑 基 . 

定理 1 X 是 非 空 集合 , FC 2*. F 是 X 上 一 个 拓扑 了 的 基 的 充分 必要 条 
件 是 8 满足 : 

(DX =,B; 

(2) VB., BE 3, 车 zE€ B, 站 Bs, 则 3B,E ,使 得 z € B, SB, nN Bi 

证 充分 性 : 当 儿 满足 (1)、(2), 记 


了 = {A|3 纺 己 3 使 得 A= U B}. 
egA 


也 就 是 说 ,用 多 的 元 素 , 即 X 的 子 集 , 构 做 一 切 可 能 的 并 集 , 所 有 的 这 样 的 并 集 
便 是 了 的 所 有 的 元 素 .用 拓扑 的 定义 便 可 验证 了 是 X 的 拓扑 . 

必要 性 : 若 急 是 某 个 拓扑 的 基 , 则 因 X 是 开 集 , 故 XX 是 多 的 某 些 元 素 的 并 
集 ,由 此 便 可 知 多 满足 (1). 

如 果 B。， Bs € 3, z € B, 站 Bs, 由 于 B, 八 Bs 是 开 集 , 故 B, 门 Bp 是 多 的 
某 些 元 索 的 并 集 , 故 3 B, € 38, 使 得 zx € B, 和 SB, 站 Bi. 

定理 2 设 X 是 非 空 集合 ,多 是 XX 上 的 某 个 拓扑 了 的 基 , 则 了 由 多 惟一 
确定 . 

证 定理 1 证 明 中 所 表示 的 5 是 XX 上 的 拓扑 ,多 是 了 的 基 , 设 多 还 是 X 上 
的 拓扑 抽 的 基 ,， YA € 扫 , A 是 名 的 菜 些 元 素 的 并 集 , 故 AE€ 9 不 三 也 又 因 
邹 往 抽 , 故 YAE 了 A 必 是 多 的 菜 些 元 素 的 并 集 , 从 而 也 是 所 的 某 些 元 素 的 并 
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集 , 故 4E 多 , 于 是 5 己 抽 , 故 有 了 = 到 . 
由 拓扑 基 多 确定 的 拓扑 了 叫做 由 拓扑 基 多 诱导 出 的 拓扑 . 
例 5 设 X= {a, 6b, c), 集 合 


A= {X, {a, 6}, {a, c}, ZG} 
不 能 成 为 X 的 拓扑 基 , 这 是 因为 
a €.{a, b} NN {a, c}, 


但 却 不 存在 B € 使 得 
a€BEf{a,b} Nf {a,ce). 


集合 多 二 {X, {a, 6}, {a, c}, {a}, 名) 成 为 X 的 一 个 拓扑 基 , 易 验证 ,多 
也 是 X 的 一 个 拓扑 . 


三 、 邻 域 


在 拓扑 空间 中 ,包含 点 z 的 开 集 UU, 叫 做 z 的 一 个 邻 域 . 在 度量 空间 中 ,点 x 
的 仿 邻 域 D(z, 6) 是 指 与 点 工 距离 小 于 8 的 点 的 集合 ,这 样 的 邻 域 有 中 心 z 与 半 
径 8, 感觉 十 分 直观 . 因此 ,我 们 将 度量 空间 的 点 的 $ 邻 域 叫做 球形 邻 域 ,以 便 区 
别 于 拓扑 空间 所 述 的 点 的 邻 域 . 此 前 ,在 度量 空间 中 , 邻 域 一 词 是 专 指 球形 邻 域 ， 
包含 点 工 的 开 集 并 非 都 说 是 zx 的 邻 域 ,就 是 指 并 非 都 是 球形 邻 域 . 现在 , 当 把 度 
量 空间 视 为 拓扑 空间 时 ,包含 点 z 的 开 集 应 当 看 作 z 的 邻 域 了 . 在 一 般 拓扑 空 
间 中 , 因 无 距离 的 定义 ,自然 就 无 邻 域 中 心 . 邻 域 半径 可 言 . 

应 当 说 明 ,在 许多 文献 中 ,将 包含 点 z 的 开 集 叫做 点 zx 的 开 邻 域 ,而 将 包 
含 了 点 并 的 一 个 开 邻 域 的 任意 子 集 都 叫做 点 z 的 邻 域 . 这 与 我 们 上 述 的 邻 域 定 
义 在 使 用 上 没有 本 质 差异 . 无 非 是 为 了 方便 ,我 们 所 说 的 邻 域 就 是 专 指 后 者 的 开 
邻 域 而 已 . 但 读者 应 了 解 这 一 点 ,以 便 在 读 各 种 文献 时 ,对 邻 域 这 一 概念 有 正确 
理解 . 

拓扑 空间 (X, 了) 的 任意 一 点 都 有 邻 域 , 例 如 , 开 集 X 就 是 X 的 每 一 个 点 的 
邻 域 .平庸 拓扑 空间 (X, 9 ) 的 任意 一 点 都 有 且 只 有 一 个 邻 域 , X 是 这 些 点 的 共 
同 的 邻 域 . 离散 拓扑 空间 中 ,任意 独 点 集 {a} 都 是 开 集 , 因 而 {a} 是 点 a 的 一 个 邻 
域 . 在 本 节 例 4 中 所 述 的 W. Sierpinski 空间 中 ,点 0 有 两 个 邻 域 {10} 与 X, 而 点 1 
只 有 一 个 邻 域 X. 顺便 指出 ,虽然 点 0 有 邻 域 ({0} 不 包含 点 1, 但 点 1 的 邻 域 总 是 
包含 了 点 0. 这 种 现象 在 度量 空间 是 不 会 发 生 的 ,因为 度量 空间 (S, p) 中 的 任意 


两 个 相 异 点 a， 5, 总 有 球形 邻 域 O(a， 六 与 0(6，7) 不 相交 ,其 中 + 二 去 oCa, ， 


这 里 ,我 们 初步 看 到 拓扑 空间 与 度量 空间 的 差别 . 
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有 了 邻 域 的 概念 ,我 们 可 以 定义 点 集 的 内 点 的 概念 . 设 EE 是 拓扑 空间 的 点 
a 点 工 说 是 EE 的 一 个 内 点 ,如 果 存在 工 的 邻 域 UCSE. 点 集 已 的 全 体内 点 的 集 

合 , 叫 做 巨 的 内 部 , 记 为 IntE. 

这 些 概念 的 定义 ,从 字面 上 看 ， 与 度量 空间 中 同名 概念 的 定义 是 完全 一 一 致 
的 . 因此 ,仿照 度量 空间 中 的 论述 ,我 们 易 得 

定理 3 拓扑 空间 的 点 集 世 是 开 集 的 充分 必要 条 件 是 EE = IntE. 

定义 3 设 工 是 拓扑 空间 (X, 了 ) 的 一 个 点 ,{ 允 .} 是 工 的 一 族 邻 域 的 集合 . 
{W,} 则 做 XX 的 在 点 zx 处 的 邻 域 基 , 如 果 对 于 点 x 的 任意 邻 域 U ,存在 一 个 W。， 
使 得 W。 入 U. 

按照 定义 ,拓扑 空间 的 每 一 个 点 处 都 有 邻 域 基 , 例 如 ,该 点 的 所 有 邻 域 的 集 
合 . 在 度量 空间 中 ,以 某 点 为 中 心 , 正 有 理 数 为 半径 的 球形 邻 域 全 体 的 集合 是 该 
点 处 的 邻 域 基 . 

在 定义 了 拓扑 空间 的 点 的 邻 域 后 ,完全 可 以 理解 拓扑 空间 的 点 集 的 邻 域 了 . 
设 巨 是 拓扑 空间 的 一 个 点 集 , 包 含 已 的 开 集 叫 做 点 集 正 的 邻 域 . 拓扑 空间 (X， 
了) 的 开 集 X 是 空间 任 一 点 集 的 邻 域 . 独 点 集 {a} 的 邻 域 也 是 点 a 的 邻 域 ,反之 
亦 然 . 


四 、 序 列 的 极限 


一 般 拓 扑 空间 虽然 没有 距离 的 概念 ,但 有 点 的 邻 域 的 概念 ,这 样 , 也 可 以 定 
义 序 列 的 极限 了 . 

定义 4 设 {z,} 是 拓扑 空间 (X, 了) 的 一 个 序列 , zx。E X. 如 果 对 于 点 zx。 的 
任意 邻 域 U ,都 存在 正 整数 N, 使 得 当 ”>> 六 时 ,有 z。E U, 则 说 zo。 是 序列 {z,) 
的 极限 ,或 者 说 序列 {x} 收敛 于 zo. 记 为 


limz, 二 xXx。 或 zs, zo. 
pe 


有 极限 的 序列 叫做 收敛 序列 ,否则 叫做 发 散 序 列 . 

如 果 我 们 把 邻 域 看 作 度量 空间 的 球形 邻 域 ,那么 ,定义 4 与 度量 空间 、 欧 氏 
空间 中 序列 极限 的 定义 完全 一 致 ,几乎 是 逐 字 逐 句 照搬 .但 是 拓扑 空间 中 的 点 的 
邻 域 与 度量 空间 的 球形 邻 域 相 比较 ,更 具有 抽象 性 、 一 般 性 广泛 性 ,因而 拓扑 空 
间 中 序列 的 极限 可 能 有 度量 空间 中 序列 的 极限 不 具有 的 一 些 奇特 现象 . 

例 6 设 X= {0,1), 了 = {X, 多 , (0}}, 则 拓扑 空间 (X, 了) 是 W. Sier- 
pinski 空间 . 我 们 将 各 项 都 相等 的 序列 叫做 常 项 序列 , 设 每 个 xz, 二 0, 则 已 知 点 
0 是 常 项 序列 {z。} 的 一 个 极限 . 由 于 点 1 只 有 一 个 邻 域 X, 而 X 包含 0, 因 此 , 常 
项 序列 {xz} 的 每 一 项 都 属于 点 1 的 任意 的 邻 域 ,因而 ,点 1 也 是 序列 {zx,} 的 极 
限 . 由 此 看 出 ,一 般 拓扑 空间 中 ,收敛 序列 的 极限 可 能 不 唯一 . 
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在 W. Sierpinski 空间 中 , 设 


_ 11， 当 n 是 奇数 时 ; 
0， 当 是 偶数 时 . 


由 极限 定义 易 验 证 ,序列 {z,} 收 敛 于 1. 
这 对 于 度量 空间 、 欧 氏 空间 中 序列 的 收敛 性 而 言 是 非常 令 人 惊讶 的 . 


五 、 聚 点 与 导 集 


仿照 度量 空间 中 点 集 的 聚 点 与 导 集 的 定义 ,我 们 将 这 两 个 概念 推广 到 拓扑 
空间 . 

定义 5 设 下 是 拓扑 空间 (X, 了) 的 一 个 点 集 , zeE X. zo 则 做 点 集 王 的 聚 
点 ,如 果 对 于 z 的 任意 邻 域 U, 有 正门 (UN\zo) 天 人. 

点 集 巨 的 全 体 聚 点 的 集合 ,叫做 点 集 忆 的 导 集 , 记 为 已. 

按照 定义 ,zo 是 EE 的 聚 点 , 则 zo 的 任意 邻 域 包含 下 的 异 于 z。 的 点 ,反之 
亦 然 . 

定义 5 也 是 逐 字 逐 句 照搬 度量 空间 的 点 集 的 聚 点 与 导 集 的 定义 . 但 在 拓扑 
空间 中 , 聚 点 与 导 集 也 可 能 产生 度量 空间 中 不 具有 的 一 些 奇特 现象 . 

例 7 设 集合 X= {a, 5b, c}, 了 = {X, J，{a, 6b},，{c})), 在 拓扑 空间 
(X，, 了 ) 中 ,我 们 考察 点 集 EE = {a} 有 哪些 聚 点 . 

首先 ,点 集 巨 不 包含 异 于 a 的 点 . 因此 ,a 不 是 EE 的 聚 点 . 其 次 ,点 < 有 邻 域 
{c} 不 包含 的 点 , 故 c 也 不 是 EE 的 聚 点 . 再 考察 点 6, 它 有 两 个 邻 域 ,X 与 (a， 
0 它们 都 包含 点 a, 点 a 属于 EE 而 异 于 0. 按 聚 点 定义 ,点 是 点 集 已 的 聚 点 . 按 
照 导 集 的 定义 ,EE 的 导 集 E' = {5b}. 同样 的 道理 还 可 推 知 , (E’)’ = {6)’ = {a}). 

由 例 7, 我 们 可 以 知道 如 下 一 些 事实 : 

(1) 在 度量 空间 中 ,点 集 下 的 聚 点 z 的 任意 邻 域 包含 巨 的 无 穷 多 个 点 

在 一 般 拓扑 空间 中 ,点 集 EE 的 聚 点 x 的 邻 域 可 能 只 包含 E 的 有 限 多 个 点 . 

(2) 在 度量 空间 中 ,有 限 点 集 无 聚 点 ; 

在 一 般 拓 扑 空间 中 ,有 限 点 集 可 能 有 聚 点 . 

(3) 在 度量 空间 中 ,点 集 正 ，(E') CE' 成立 ; 

在 一 般 拓扑 空间 中 ,可 能 有 点 集 已, 使 得 (E')” CS E' 不 成 立 . 

(4) 在 度量 空间 中 , 若 点 ze 是 点 集 巨 的 聚 点 , 则 有 下 的 序列 {z,}(Gi 天 ]j 时 ， 
Zi 天 万) 收敛 于 zo; 

在 一 般 拓扑 空间 中 ,车 点 zo 是 点 集 忆 的 聚 点 , 则 有 瑟 的 序列 {z,} 收 剑 于 zo 
(但 序列 {z,} 中 的 点 可 能 不 是 两 两 互 异 ). 

定理 4 设 A, B 是 拓扑 空间 (X, 7) 的 两 个 点 集 , 则 下 列 命 题 为 真 : 
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(DG = 他 ; 

(2) ACB=>A’ cB’; 

(3)AUB' = (AUB)’; 

(4) (A)’ SA'UA. 

证 (1), (2) 以 及 A ’ U B' = (AU B) 都 是 显然 的 ,下 证 


(AUB)ESA'UB. 


假设 a € A' U B', 则 a E€ A' 且 a € B'. 由 聚 点 定义 ,存在 点 的 邻 域 Ui， 
Us 使 得 
(—{aD NA=G, UV,—{a) NB=Y, 


那么 ,U = Un U: 是 点 a 的 邻 域 ; 且 
(U—{a))N(AUB)=Y. 


从 而 a E (A U B)'. 由 此 便 得 所 要 证 明 的 结论 . 
再 证 (4)，YaE (A')', 点 4 的 任 一 邻 域 U 包 含 点 bE 4 ,0 天 a. U 也 是 5 的 
邻 域 ,因而 UU 包含 (A 一 {8)) 的 点 .因此 ,车 a € A, 则 a € A'. 由 此 即 证 得 (4)， 


六 、 闭 包 与 闭 集 


设 巨 是 拓扑 空间 (X, 7 的 一 个 点 集 .集合 EE 二 EU E' 叫做 点 集 EE 的 闭 包 . 

拓扑 空间 中 点 集 的 闭 包 的 定义 还 是 逐 字 照搬 度量 空间 、 欧 氏 空 间 中 点 集 的 
闭 包 的 定义 . 并且, 完全 相 一 致 地 易 证 得 下 面 的 性 质 . 

定理 5 设 A, B 是 拓扑 空间 (X, 了 ) 的 两 个 点 集 , 则 下 列 命 题 为 真 : 

(WBZ=8; 

(ASA; 

(3) A=A; 

(WAUB=AU SB. 

.定义 6 设 忆 是 拓扑 空间 (X, 7) 的 一 个 点 集 . 

EE 叫做 X 的 闭 集 ,如 果 已 SEE; 

已 则 做 X 的 自 密集 ,如 果 ECS 已 ; 

巨 岂 做 X 的 完备 集 , 如 果 下 一 已 . 

在 欧 氏 空间 中 闭 集 、 自 密集 、 完 备 集 的 例子 我 们 已 熟知 许多 ,读者 可 以 在 前 
述 诸多 拓扑 空间 中 发 现 更 多 的 例子 . 

与 度量 空间 的 情况 一 样 ,容易 证 得 下 面 的 结论 . 

定理 6 设 巨 是 拓扑 空间 (X, 9 ) 的 一 个 点 集 . 记 下 = 二 X 一 E, 那么 


上 是 闭 集 今 E 是 开 集 . 
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由 定理 6 与 开 集 公理 便 得 到 

定理 7 设 拓扑 空间 (X, 9) , 则 下 列 命题 为 真 ; 

(1) X 与 空 集 是 闭 集 ; 

(2) 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 ; 

(3) 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 

由 上 述 论述 可 以 看 出 :拓扑 空间 (X, 9) 的 任 一 点 集 瑟 的 内 部 IntE 是 开 集 ; 
EE 的 闭 包 EE 是 闭 集 ,从 而 ， 

正 是 闭 集 全 已 = E. 


七 、 边 界 


拓扑 空间 (X, 9) 的 点 集 下 的 余 集 下 = X 一 巨 的 内 部 IntE: 叫做 点 集 EE 的 
外 部 , 记 为 ExtE， ExtE 的 点 叫做 点 集 EE 的 外 点 . 容易 知道 


IntE = (FE)‘, ExtE = (E). 


集合 3 已 一 巨 一 IntE 叫做 点 集 的 边界 .9E 的 点 叫做 点 集 E 的 边界 点 . 易 知 ， 
点 集 巨 的 边界 点 的 任意 邻 域 既 与 E 相交 ,又 与 E* 相交 . 


八 、 稠 密 


定义 7 拓扑 空间 (X, 9 ) 的 点 集 已 说 是 在 空间 X 中 处 处 稠密 或 稠密 ,如 果 
E=X. 
定理 8 拓扑 空间 (X,，7 ) 的 点 集 巨 在 X 中 处 处 稠密 的 充分 必要 条 件 是 
vUE NUz#YG, 有 UNEzY. 

证 必要 性 :假设 3UE 不 避 关节 ,使 得 UnE= GG. 则 3a€EUCX， 
”由 UU 是 开 集 ,U 是 a 的 一 个 邻 域 及 UN E= 2, 知 a€E E UE=E. 

定义 8 拓扑 空间 (X, 了 ) 的 点 集 已 说 是 在 X 中 无 处 稠密 ,如 果 ExtE 在 X 
中 处 处 稠密 . 

定理 9 拓扑 空间 (X, 9 ) 的 点 集 已 在 X 中 无 处 稠密 的 充分 必要 条 件 是 


YUEITUzYG, 3VEeIVSEU,V 关 J， 


使 得 了 门下 一 纪 . 
证 必要 性 : YUE9 U 关 人 .由 ExtE 在 X 中 处 处 稠密 ,有 YY = Un 
ExtE 关 .而 ExtE EF 故 VE5IVCOU, 且 
VNE=UNExENE= SY. 


充分 性 : Ya € X, a 的 任意 邻 域 U 由 题 设 有 非 空 开 集 V CU, 使 得 VME 
二 ,因而 YbEV, 有 bEE, 即 bE€ (E)' 一 ExtE, 故 a € (Ext EE), 即 ExtE 在 
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X 中 处 处 稠密 . 
九 、 子 空间 与 积 空间 


拓扑 空间 (X, 9 ) 的 子 空间 (A, 9 ) 是 指 A 是 X 的 非 空子 集 , 且 
T={UNAIUEDD. 
拓扑 空间 (Xi， 抽 ) 与 (X;， 和 至 ) 的 积 空间 (X, 了 ) 是 指 
X= Xi XX 


且 了 的 拓扑 基 邹 一 {U。X Vp} ,其 中 {U.}，{V?} 分 别 是 天, 到 的 拓扑 基 . 
如 果 A 是 拓扑 空间 (X, 7) 的 一 个 非 空子 集 . 则 易 验 证 集合 
T={UNAIUET) 

是 A 上 的 一 个 拓扑 ,因而 (A, 7 ) 就 是 拓扑 空间 (X， 7) 的 一 个 子 空间 . 如 果 A 
的 子 集 B 是 A 的 开 集 ,B 不 一 定 是 X 的 开 集 .但 有 X 的 开 集 V 使 得 VN 由 A= 
B, 我 们 有 时 说 B 相对 开 于 A. 同样 可 以 推 知 ,如 果 A 的 子 集 B 是 A 的 闭 集 ,B 
不 一 定 是 X 的 闭 集 ,但 有 X 的 闭 集 V 使 得 V 由 A = B, 我 们 有 时 说 B 相对 闭 
FA. 


十 、 连 续 映 射 与 拓扑 映射 


有 了 邻 域 的 概念 ,完全 可 以 将 度量 空间 上 的 连续 映射 .拓扑 映射 推广 到 拓扑 
空间 . 具体 地 说 ,只 要 将 本 篇 第 一 章 第 三 节 的 定义 1、 定义 2 以 及 定理 1 中 的 “ 度 
量 空间 ”改写 为 “拓扑 空间 ”; 将 球形 邻 域 改 述 为 拓扑 空间 的 邻 域 , 就 得 到 拓扑 空 
间 的 连续 映射 .连续 函数 ,拓扑 映射 ,拓扑 性 质 以 及 同 胚 的 定义 ,得 到 定理 1 中 的 


命题 (1) 、(2) 、(3) 、(4) 是 等 价 命题 的 结论 . 
第 二 节 连 通 性 


在 几何 空间 中 ,图 形 的 连通 与 否 是 赁 直观 感受 到 的 . 这 对 于 任何 人 来 说 ,都 
是 普通 生活 中 随时 可 能 体验 着 的 概念 . 几何 学 的 许多 重要 结果 其 实 都 利用 了 这 
一 概念 . 然而, 人们 却 很 少 考虑 连通 性 应 当 怎样 严格 定义 , 它 的 实质 是 什么 . 在 数 
学 分 析 中 ,曾经 描述 了 区 域 的 连通 性 . 连通 性 是 重要 的 拓扑 性 质 . 亦 即 在 拓扑 映 
射 下 不 变 的 性 质 . 本 节 , 我 们 将 对 拓扑 空间 的 连通 性 加 以 严格 定义 ,从 而 揭示 连 
通 性 的 实质 . 


一 、 连 通 空 间 


定义 1 拓扑 空间 (X, 7) 说 是 非 连 通 的 ,如 果 
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3F,GEN FzY, G8, (FNOU(FNO= 8, 


使 得 X = F U G. 不 是 非 连通 的 拓扑 空间 叫做 连通 空间 . 

如 果 拓 扑 空间 X 的 非 空 点 集 A 作为 X 的 子 空间 是 连通 的 , 则 说 A 是 拓扑 
空间 X 的 一 个 连通 集 . 

我 们 规定 : 空 集 是 任何 拓扑 空间 的 连通 集 . 

定理 1 设 拓 扑 空 间 (X, 7) ,下 列 命题 等 价 : 

(1) X 是 连通 空间 ; 

(2) 不 存在 XX 的 非 空 闭 集 F 与 G, 使 得 X= 二 FUG 且 FN 站 Gz 0; 

(3) X 没有 上 既是 开 集 又 是 闭 集 的 非 空 真子 集 . 

证 (1) 一 (2) :假若 有 X 的 非 空间 集 F 与 G6, 使 得 X=FUG 且 F | G02， 
则 X= (X 一 G) U(X 一 F), 而 X 一 G, X 一 FF 是 X 的 非 空 开 集 , 且 (X 一 G) 站 
(X 一 F) = 二 FNG= 多 .这 与 X 是 连通 空间 矛盾 . 

(2) 一 (3) :假设 X 的 非 空 真子 集 F 既是 开 集 ,又 是 闭 集 ,那么 G 二 X 一 是 
X 的 非 空 真子 集 , 既 是 闭 集 又 是 开 集 . 显然 有 FN G= ,X= 下 U G. 这 与 (2) 
矛盾 . 

(3) 过 (1) :假设 X 不 是 连通 空间 . 则 有 X 的 非 空 开 集 下 与 G, 使 得 X = 下 
U G 且 FnmG= .这 样 ,与 G 都 是 X 的 非 空 真子 集 . 并 且 ,由 于 下 一 X 一 G， 
G 二 一 F, 下 与 G 都 既是 开 集 又 是 闭 集 . 这 与 (3) 矛 盾 ， 

定义 2 设 A 与 B 是 拓扑 空间 (X, 9) 的 两 个 非 空 点 集 ,A 与 B 说 是 互相 隅 
离 的 ,如 果 A 门 B = ,并 且 人 A 与 B 都 是 X 的 子 空间 A U B 的 开 集 . 

定理 2 设 A 与 B 是 拓扑 空间 (X, 7) 的 两 个 非 空 点 集 . 则 A 与 B 是 互相 
隔离 的 充分 必要 条 件 是 A NB=BNA= 多 . 

证 非 空 点 集 A 与 非 空 点 集 B 是 互相 隔离 的 

SANB=J 且 A 与 B 都 是 A UB 的 闭 集 

SA=AN(AUB)EB=BN(AUBEANB=Y 

SANB=ZHEBNA=Y. 

定理 3 设 Y 是 拓扑 空间 (X, 了) 的 子 集 ,Y 是 连通 子 集 的 充分 必要 条 件 是 
Y 不 是 X 的 两 个 互相 隔离 的 子 集 ,A 与 B 的 并 集 . 

证 必要 性 :假设 有 Y= 二 AUB, 且 ANB=BNA= 8. 那么 ,由 ANB 
SANB=L 知 ANB=Y. Ya€E A, 由 BNA= 知 aEB, 因 而 3a 的 
一 个 邻 域 U., 使 得 U。 由 B= ,于 是 U.S A. 这 样 ,A 是 X 的 开 集 . 同 理 B 也 
是 X 的 开 集 .这 与 Y 是 连通 子 集 矛盾 . 

充分 性 :假设 了 不 是 连通 子 集 . 则 有 YY 一 AUB,AnB= ,A,B 都 是 
Y 的 既是 开 集 又 是 闭 集 的 非 空 真子 集 . 由 于 A 是 了 的 开 集 ， Va € A, a 有 一 个 
(在 立 的 ) 邻 域 含 于 A, 这 个 邻 域 是 Y 的 一 个 开 集 ,因而 3U E 使 得 U 由 Y 是 
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4 在 Y 的 含 于 A 的 邻 域 . 即 a EUNYCA, 又 ANB= ,因而 UN 六 由 B 
二 2, 这 便 说 明 a E B, 因 而 A 几 B= 他 . 同 理 可 证 AN B=. 于 是 A,B 是 
互相 隔离 的 ,矛盾 . 

定理 4 设 Y 是 拓扑 空间 (X, 9) 的 一 个 连通 子 集 ,{Y.} 是 X 的 一 族 连通 子 
集 ，ya,Y 门 工头 纪 , 那 么 YU (UY.) 是 X 的 连通 子 集 . 

证 假设 (Y U (UY.) 不 是 X 的 连通 子 集 . 则 有 了 U (UY。) 的 既是 开 集 
又 是 闭 集 的 非 空 真 子 集 A 与 B ,使 得 


YU(UY.)=AUBEAANB=Y. 


于 是 
Y= (YNA)U(YNB)ECYNANYNB)= YG. 


了 作为 YU (UY.) 的 子 空间 ,YN A,Y 门卫 是 Y 的 两 个 既是 开 集 又 是 闭 
集 的 真子 集 . 由 Y 连通 , 便 知 它们 一 个 是 Y, 一 个 是 名. 不 妨 , 设 Y 由 A =Y， 
YESA,YNB=%. 

同 理 Ya, Y, 由 A, Y, 站 B 一 个 是 Y,, 一 个 是 Z. 但 Y. 几 Y 关 7, 因而 
A , 故 Y。 由 A==Y。, 而 Y. 站 B= .这样 YU (UY)NNnB= 9， 
因而 YU (UY.) = A, B= 多 ,矛盾 . 

由 定理 4 可 知 ,如 果 拓扑 空间 X 的 任意 两 点 都 属于 某 个 连通 子 集 , 则 X 是 
连通 的 . 

定理 5 设 Y 是 拓扑 空间 (X, 了 7) 的 连通 子 集 ,YCACY, 则 A 是 X 的 连 
通 子 集 . 

证 假设 A 有 了 既是 开 集 又 是 闭 集 的 子 集 F 与 G, 使 得 A=FUG 且 FNG 
三 他. 我 们 证 明 下 、G 中 有 一 者 必 为 空 集 则 可 .由 Y CC A, 有 


Y=YNA=YN(FU@= (NDUCYNDO, 
YnmF,YnG 是 了 的 两 个 既是 开 集 又 是 闭 集 的 子 集 , 且 
YNDNYNG=Y, 


由 Y 是 连通 子 集 ,Y 由 F, Y 站 G 有 一 者 是 空 集 , 不 妨 设 YM G= GB. 则 YC FF. 
因此 ,了 F. 因 为 ACY, 及 下 是 A 的 闭 集 ,所 以 A=ANF=ANY=F. 
于 是 G= &g. 

定理 6 设 (X, 了) 是 连通 空间 ,(Y, 芭 ) 是 拓扑 空间 ,连续 映射 /:X 一 Y. 那 
么 FCX) 是 了 的 连通 集 . 

证 f(X) 是 Y 的 子 空间 ,也 是 拓扑 空间 . 假定 f(X) 非 连通 , 则 有 fCX) 的 
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既是 开 集 又 是 闭 集 的 非 空 真子 集 A,，B 使 得 
f(X)=AUBEHANB=Y%, 


由 f 是 连续 映射 知 ,f"'(A), 广 :(B) 是 X 的 既是 开 集 又 是 闭 集 的 非 空 真子 集 ， 
使 得 
X=(A)UMBENMA)NAB)=Y, 


这 与 (X, 9 ) 是 连通 空间 矛盾 . 

定理 6 说 明了 :空间 的 连通 性 是 一 个 拓扑 性 质 . 

例 1 平庸 空间 {X, 名 } 没 有 既是 开 集 又 是 闭 集 的 非 空 真子 集 , 因 而 是 连通 
空间 . 

例 2 至 少 含 2 个 点 的 离散 空间 (X，2*) 的 独 点 集 既 是 开 集 , 又 是 闭 集 , 且 
是 空间 的 非 空 真 子 集 , 因 而 离散 空间 是 非 连通 的 . 

例 3 W. Sierpinski 空间 没有 既是 开 集 又 是 闭 集 的 非 空 真 子 集 , 因 而 是 连 
通 空 间 . 

例 4 拓扑 空间 的 独 点 集 显 然 是 连通 集 . 

例 5 欧 氏 空间 E: 是 连通 空间 . 

证 假设 E' 非 连 通 , 则 有 E' 的 既是 开 集 又 是 闭 集 的 非 空 真子 集 , 使 得 


E=AUBAANB=%, 


取 a€ A, bE B, 不 妨 令 a 过 5b. 记 闭 区 间 [a, 5] 二 了 则 非 空 集合 Am TI 与 BmT 
是 E' 的 有 界 闭 集 ,从 而 是 列 紧 的 . 记 数 集 B 站 了 的 下 确 界 为 4, 由 于 A 门 了 与 


B 1 的 距离 4 > 0, 故 。 天 ,因此 a < 1 故 可 取 满足 a xz<X 且 4 一 x 二 名 
的 一 个 数 这 是 可 以 办 到 的 ,例如 , 取 正 整数 N, > 全, 则 z+ 一 4 一 Nd 便 是 


满足 要 求 的 一 个 数 . 那么 ,一 方面 ,如 果 z E A, 则 由 4 一 z 二 扫 可 推 知 BN 1 与 


A 了 的 距离 小 于 d，, 矛盾 . 另 一 方面 ,如 果 zE B, 则 由 zx 过 4, 与 4 是 BI 的 
下 确 界 矛盾 . 故 z E A U B = 蕊 ,矛盾 .因此 E' 是 连通 空间 . 

例 5 实质 上 严格 地 论证 了 我 们 熟悉 的 直观 :直线 是 连通 的 . 

由 于 E' 是 连通 的 ,E: 上 的 连续 函数 


f(z) = tan < (= 


b—a -3 ) 


2 

的 象 FE: ) 也 是 连通 的 , 亦 即 区 间 (a, 5) 是 连通 的 ,再 由 定理 5 便 知 半 开 区 间 
[a, 5), (a, 5], 闭 区 间 [a, 5] 都 是 连通 的 . 由 E! 与 区 间 同 胚 也 可 得 此 结论 . 
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同样 的 道理 ,E: 中 的 区 间 工 上 的 连续 函数 f 的 象 集 f (站 是 E? 的 连通 集 . 
定理 7 设 拓扑 空间 (X, 了 9) 是 连通 空间 ,连续 函数 f: XE'. zo, zi € X， 
f(zo) 二 f(z1). 那么 ,对 于 任意 满足 fF(zo) 二 c 过 f(z) 的 数 c, 存 在 zx € X, 使 
得 f(z) = <. 
证 由 于 也 一 {c) 非 连通 . 故 有 了 一 {c} 的 既是 开 集 又 是 闭 集 的 非 空 真子 
集 A, B, 使 得 
E—{cd}=AUBAANB= YZ, 


并 且 f(zo) E A, (zi) E B. 
假设 <E f(X), 则 
f(X =FxXnCAUBU{c)) 
= (f(X) N A) U (fCX) NB), 


f(X) 由 A, f(X) 几 B 是 f(X) 的 既是 开 集 又 是 闭 集 的 非 空 真子 集 .这 与 /(X) 
应 是 连通 集 矛 盾 ， 
定理 7 是 数学 分 析 的 中 值 定理 在 连通 空间 的 推广 . 


二 、 道 路 连通 


定义 3 〈X, 7) 是 拓扑 空间 ,a,0 是 X 的 点 ,I 是 闭 区 间 [0,，1]. 连续 映射 
f:I>X 则 做 X 中 的 连接 a 与 5 的 一 条 道路 ,如 果 f(0) 二 a, f(1) 一 六 

如 果 对 于 X 的 任意 两 点 ,都 有 X 中 的 连接 它们 的 道路 ,就 说 拓扑 空间 (X， 
了 9) 是 道路 连通 的 . 

如 果 拓扑 空间 X 的 子 空 间 A 是 道路 连通 的 , 则 说 A 是 X 的 道路 连通 集 . 

容易 知道 ,道路 连通 性 是 一 个 拓扑 性 质 .n 维 欧 氏 空间 中 的 区 间 是 道路 连通 集 . 

定理 8 道路 连通 的 拓扑 空间 是 连通 空间 . 

证 ”假设 拓扑 空间 (X, 7) 道路 连通 ,但 不 是 连通 空间 . 则 有 X 的 既是 开 集 
又 是 闭 集 的 非 空 真子 集 A ，B, 使 得 


X=AUBEANB=Y, 
取 a EE A, bE B. 因 X 道 路 连通 . 故 有 连接 点 a 与 点 b 的 一 条 道路 f:1->X. 这 
里 I 是 闭 区 间 [0, 1]. 那么 
fD=f/DNX=ADN(AUB) 
= (f(D NA)U DNB), 


f(D mA, f(D 则 BB 便 是 (站) 的 既是 开 集 又 是 闭 集 的 非 空 真子 集 . 这 与 (17) 
连通 矛盾 . 
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连通 的 拓扑 空间 不 一 定 是 道路 连通 的 . 
例 6 设 欧 氏 空间 E? 的 点 集 


A= {=; Wly=sinl,0<z<1 ， 
B={(0, y) 1 一 1 委 > 委 1)， 


由 区 间 (0，1] 是 连通 的 及 函数 y 一 sin 二 在 (0, 1] 上 连续 便 知 A 是 连通 集 . 因而 


A = A U B 也 是 连通 集 . 
但 A 不 是 道路 连通 集 .可 以 证 明 , 当 a € A, 5 € B 时 ,A 中 没有 连接 a 与 5 
的 道路 . 


三 、 连 通 分 支 


定义 4 拓扑 空间 (X, 7 ) 的 连通 集 A 叫做 X 的 一 个 连通 分 支 ,如 果 X 的 
任意 真 包含 A 的 子 集 B 都 是 非 连通 . 

定理 9 拓扑 空间 (X, 9 ) 的 连通 子 集 是 X 的 一 个 连通 分 支 的 子 集 . X 的 连 
通 分 支 是 X 的 闭 集 . 

证 设 A 是 X 的 连通 子 集 , A 尖 纪 , B 是 包含 4 的 所 有 连通 子 集 的 并 集 . 
则 B 是 连通 集 . 设 X 的 子 集 C 真 包含 B, 我 们 断言 ,C 非 连通 .事实 上 ,假若 C 连 
通 , 则 C 也 包含 A 的 连通 子 集 ,因而 CS B, 这 与 C 真 包含 B 矛盾 .这 便 证 明了 
了 是 X 的 一 个 连通 分 支 且 A S B. 

又 ,B 连通,B 也 连通 ,B 是 连通 分 支 , 故 B 不 能 真 包 含 B. 因 而 B= B. 故 B 
是 闭 集 . 

类 似 定义 4, 我 们 可 以 定义 拓扑 空间 的 道路 连通 分 支 . 读者 不 难 仿 定义 4 自 
行 给 出 . 


第 三 节 分 离 人 性 


本 节 介绍 满足 某 些 分 离 性 公理 的 拓扑 空间 . 由 于 在 开 集 公 理 的 基础 上 增加 
了 一 些 分 离 性 公理 ,使 这 样 的 拓扑 空间 具有 了 一 些 特殊 性 质 ,逐渐 接近 了 我 们 熟 
知 的 空间 . 由 此 ,也 可 以 从 中 看 到 各 个 分 离 性 公理 对 拓扑 性 质 的 本 质 性 影响 . 


一 、T, 空间 


定义 1 拓扑 空间 (X, 了 7) 叫做 Te 空间 ,如 果 (X, 了 ) 满 足 第 零 分 离 公 理 : 
拓扑 空间 中 任意 两 相 异 点 ,至 少 有 一 个 点 的 一 个 邻 域 不 包含 另 一 点 . 
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第 零 分 离 公理 又 叫做 Konmworopos( 柯 尔 莫 哥 洛 夫 ) 分 离 公理 ,或 公理 To. 

平庸 拓扑 空间 (X, 了 的 任意 两 点 a,b 都 只 有 一 个 邻 域 X ,因而 平庸 拓扑 空 
间 不 是 To 空间 . 至 少 含有 两 个 点 的 离散 拓扑 空间 的 任意 一 点 a 总 有 邻 域 {fa} 不 
包含 另外 的 点 ,因而 至 少 含 有 两 个 点 的 离散 拓扑 空间 是 Te 空间 . 度量 空间 
〈S, p) 中 的 任意 两 相 异 点 a, 5, a 的 邻 域 D(a, pla, 5)) 不 包含 5, 因 而 ,度量 空 
间 是 T。 空间 . W. Sierpinski 空间 (X, 了 7) ,这 里 


X= {0,1},7= (X, ZG, (0)}} 


虽然 点 1 的 邻 域 包含 点 0, 但 是 0 有 邻 域 {0} 不 包含 点 1, 因而, W. Sierpinski 空 
间 (X, 7) 是 Tu 空间 . 

定理 1 拓扑 空间 (X, 9) 是 T。 空间 的 充分 必要 条 件 是 X 的 任意 两 相 异 独 
点 子 集 的 闭 包 不 相等 . 

证 必要 性 :假设 3a, 5E X, 使 得 (a) = {四 .那么 ,a € {3), 但 a {b)， 故 
a € {6})', 即 a 是 {5} 的 聚 点 .这 就 是 说 a 的 任意 邻 域 都 包含 {5} 的 点 , 亦 即 包含 
5b. 同 理 ,b 的 任意 邻 域 都 包含 a. 这 与 X 是 T。 空间 矛盾 . 

充分 性 : 设 a, bE X, a 闫 5b. 如 果 点 a 的 任意 邻 域 都 包含 点 5, 则 5 是 {4} 的 
聚 点 ,因此 0 E {a), 于 是 {5} 和 (a) ,因而 {8} CS {a). 同 理 ,如 果 点 6b 的 任意 邻 域 
都 包含 点 a, 便 有 {a) ES {5}. 因此 ,假若 X 不 是 T。 空间 , 便 有 {a) = (5). 矛盾 . 


二 、T 空间 


定义 2 拓扑 空间 (X, 7) 则 做 T; 空间 ,如 果 (X, 7) 满足 第 一 分 离 分 理 : 
拓扑 空间 中 任意 两 相 异 点 ,它们 中 的 每 一 个 点 都 有 一 个 邻 域 不 包含 另 一 个 点 . 

第 一 分 离 公理 又 叫做 Frechet( 弗 雷 歇 ) 分 离 公理 ,或 公理 全 

由 定义 可 知 , 空间 必 是 Te 空间 . 但 Te 空间 不 一 定 是 Ti 空间 . 例如 ,前 
述 的 W, Sierpinski 空间 就 是 不 是 Ti 空间 的 Te。 空间 . 至 少 含有 两 个 点 的 离散 拓 
扑 空间 是 Ti 空间 .度量 空间 是 Ti 空间 . 

定理 2 设 拓扑 空间 (X, 了 ), 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) (X,7) 是 Ti 空间 ; 

(2) X 的 独 点 子 集 是 闭 集 ; 

(3) X 的 有 限 子 集 是 闭 集 ; 

(4) Va E X, 包含 点 a 的 所 有 的 开 集 的 交集 是 {a}. 

证 (1) 二 (2):; Ya E€ XX, 假 设 bE€ X,5 关 a, 5 是 {a} 的 聚 点 .那么 ,b 的 任 
意 邻 域 都 包含 有 {a} 的 点 , 亦 即 包含 a, 这 与 X 是 T, 空间 矛盾 . 因此 , b E {a}， 
从 而 {a) = {a}, {a} 是 闭 集 . 

(2) 志 (3) :有 限 子 集 是 有 限 个 独 点 子 集 的 并 集 . 由 于 独 点 子 集 是 闭 集 ,因而 
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有 限 子 集 也 是 闭 集 . 

(3) 一 (4) : 设 {G,) 是 包含 点 4 的 所 有 开 集 的 集合 . 显然 ,aE 门 G.. 假设 还 有 
bE X, 0 天 a, 使 得 5E 站 G.， 则 点 a 的 任意 邻 域 包含 5, 从 而 a 是 2 的 聚 点 , a E 
{8) ,因此 ,{5) 天 {6} ,这 便 与 (5) 是 闭 集 矛 盾 . 

(4) 志 (1) :假设 (X, 7) 不 是 Ti 空间 , 则 X 有 相 异 点 a, 5, 使 得 a 的 任意 邻 
域 都 含有 6b. 那么 ,包含 点 a 的 所 有 的 开 集 的 交集 必 含有 点 9 这 与 (4 矛盾. 

定理 3 设 忆 是 Ti 空间 (X, 了) 的 一 个 点 集 , zxE X. 那么 ,z 是 EE 的 聚 点 
的 充分 必要 条 件 是 x 的 任意 邻 域 都 包含 的 无 穷 多 个 点 . 

证 充分 性 是 显然 的 . 下 证 必要 性 . 

任 取 工 的 一 个 邻 域 U, 由 是 A 的 聚 点 , 3z EUn (E 一 {zx)); 

X 是 Ti 空间 , 故 有 zz 的 邻 域 V 使 得 zi EVi, 记 Us 二 U 几 Vi, 则 Us 是 
并 的 邻 域 且 zi € Us. 由 工 是 EE 的 聚 点 , 3zz € Us 门 (E 一 {zx})); 

如 此 下 去 , 便 在 U 中 找到 的 无 穷 多 个 点 1， Zz，…， zs，… 

定理 4 设 已 是 T, 空间 (X, 9) 的 一 个 点 集 , 则 (E’) CSE'. 

证 VzE(E)',z 是 E' 的 聚 点 . 任 取 点 z 的 邻 域 U, 3a EUN (RE 一 
{z)). 因 X 是 T, 空间 , 故 有 a 的 邻 域 V, 使 得 zEV. 记 W = 二 UNV, 则 W 是 a 
的 一 个 邻 域 , 且 x EW CCU. 注意 到 a 是 下 的 聚 点 , 故 35€E WN CE 一 {a)). 
因此 ,bE UN (E 一 {xz})), 即 z 是 E 的 聚 点 , zE E'. 


三 、T 空间 
定义 3 拓扑 空间 (X, 了 9) 叫 做 T 空间 ,如 果 (X, 7) 满足 第 二 分 离 公理 : 
拓扑 空间 中 任意 两 相 异 点 有 不 相交 的 邻 域 . 


第 二 分 离 公 理 通常 叫做 Hausdorff( 豪 斯 多 夫 ) 分 离 公理 ,或 公理 T,. T: 空 
间 常 被 叫做 Hausdorff 空间 . 

由 定义 可 知 , T; 空间 必 是 Ti 空间 . 但 Th 空间 不 一 定 是 T 空间 . 下 举 
一 例 . 

例 1 设 X 是 全 体 正 整数 的 集合 . 


了 = {4A14=X 一 B,B 是 X 的 有 限 子 集 ) U {2}， 
则 (X, 9 ) 是 一 个 拓扑 空间 . 
Yn EE X, 由 于 X 一 {z} 是 开 集 , 故 {n} 是 闭 集 . 由 此 便 知 X 是 T 空间 . 


设 A。，A, 分 别 是 X 的 点 m,n 的 邻 域 . 据 了 的 定义 ,有 XX 的 有 限 子 集 BB，. 
B, 使 得 A 二 X 一 B。, A, 二 X 一 B.. 于 是 
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A. 站 4. 一 (X 一 B-) NX—B.)=X—(B. UB,), 


因此 , A 门 A, 是 无 限 集 , 特 别 地 , A。 站 A, 隐 好 . 由 此 便 知 X 不 是 T; 空间 . 
定理 5 拓扑 空间 (X, 7) 是 T; 空间 的 充分 必要 条 件 是 Ya, b E X,a 关 
5b，3UE 使 得 a EU 且 b EU. 
证 必要 性 : Ya, bE€ X,a 关 65, 由 XX 是 T, 空间 , 3U, VE 5 使 得 


a€U,b€EV,UNV=Y. 


由 此 可 知 ,5 的 邻 域 V 不 包含 点 集 U 的 点 , 故 5 E 这 
充分 性 :由 题 设 ,Ya, bE X, a 头 b, 点 a 的 邻 域 U 与 点 5 的 邻 域 X 一 口 不 
相交 . 因此 ,X 是 T; 空间 . 
， 定 理 6 T 空间 的 子 空间 与 积 空间 都 是 T, 空间 . 
证 明 留 给 读者 . 
定理 7 设 拓扑 空间 (X,， 7) 是 T, 空间 , 则 X 的 收敛 序列 {zx,} 有 惟一 的 
极限 . 
证 假设 a, 5 是 {zx,} 的 两 个 极限 , a 取 b. 由 是 T; 空间 ,a, 0 分 别 有 令 
域 U,V 使 得 UV= 儿 . 
由 zx 一 a 知 ,3 正 整 数 Ni ,使 得 当 n > Ni 时 ,z, € U; 
由 zx, 一 5 知 , 习 正 整数 N,, 使 得 当 n >> Ns 时 ,zx, € V. 
那么 , 当 > N'= max{Ni, Ns,} 时 ,z, E U mV. 矛盾 . 


四 、 正 则 空间 与 T 空间 


定义 4 拓扑 空间 (X, 了 ) 叫 做 正则 空间 ,如 果 (X, 7) 满足 第 三 分 离 公 理 : 
拓扑 空间 的 任意 一 点 与 不 包含 这 个 点 的 任意 闭 集 有 不 相交 的 邻 域 . 

第 三 分 离 公理 又 叫做 Vietories( 维 多 里 斯 分 离 公 理 ,或 公理 T. 

应 当 指 出 ,正则 空间 不 一 定 是 T, 空间 ,甚至 不 必 是 Ti 空间 ,乃至 不 必 是 T。 
空间 . 
例 2 设 X= {a, b,c),9= {XZ, {4}, (6, c)}), 则 (X, 外 是 一 个 拓扑 
空间 , 它 有 且 只 有 4 个 开 集 ,而 且 这 4 个 开 集 恰好 是 它 的 全 部 闭 集 . 易 验 证 XX 是 
正则 空间 . 由 于 点 与 点 c 总 是 有 共同 的 邻 域 X 或 {2, c}, 因 此 ,X 不 是 Te 空 
间 , 自 然 就 不 是 Ti 空间 ,不 是 T; 空间 了 . 

反之 ,T; 空间 也 不 一 定 是 正则 空间 . 

例 3 2 维 欧 氏 空间 (R?, d). Vp 二 (a, 56) E R?, 定义 点 集 


L, = {(z,y)|z=a,yE€ R, yb}, 


Yr> 0, 定义 点 集 
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Up, r) = OCp, mm) 一 Lo， 
令 B={U(p, 7 |pER,r>0), 


则 可 验证 多 是 一 个 拓扑 空间 (R:, 了 ) 的 拓扑 基 . 在 这 个 拓扑 空间 中 ,U(p, 7) 是 
点 尹 的 邻 域 . YPp,q € Rr*, 有 


Ul(p, alps 9)n ule 去 ceo)= 必 ， 


因此 (R*，9 ) 是 Ti 空间 Yp € R*, 再 令 
F=R’—U(p, 7), 


则 下 是 (R*，, 外 的 闭 集 , 且 p EEF. 任 取 正 的 邻 域 V, 任 取 点 名 的 邻 域 , 它 必 包 含 
一 个 U(p, mm)， 
Op 7) NL, #9, 


故 3g € OC(p, ni) | LL,, 因 而 gE FV. 由 多 是 拓扑 基 , 3Ulg, m) 三 V. 
显然 Ul(g, mr) NU(p, 7) GY, 
因而 VnU(C, rn) 天 多 ， 


因此 ,(R*, 7) 不 是 正则 空间 . 

定义 5 拓扑 空间 (X, 9) 叫 做 Ti; 空间 ,如 果 (X, 9 ) 是 正则 空间 ,并 且 是 T， 
空间 . 

定理 8 T, 空间 必 是 了 空间. 

证 因为 T 空间 是 Ti 空间 , 故 独 点 集 都 是 闭 集 . 因此 ,T 空间 中 的 两 个 
相 异 点 a, 5, 由 Ts 空间 是 正则 空间 ,存在 点 a 的 邻 域 U 与 闭 集 {5} 的 邻 域 V, 使 
得 UV= 2. 而 V 也 是 点 6 的 邻 域 . 因此 这 个 空间 也 是 Ts 空间 . 

由 例 3 可 知 ,T; 空间 不 必 是 正则 空间 ,因而 也 不 必 是 Ts 空间 . 

度量 空间 是 T, 空间 . 这 是 因为 度量 空间 (S, p) 的 闭 集 F 与 点 a E 下 的 距离 


4d = pla, F) > 0, 因此 ,点 a 的 邻 域 O(a, 全 ) 与 下 的 邻 域 


o(F, 4)= {=|= € S, plz, F) < 各 


不 相交 . 因而 (S, p) 是 正则 空间 . 又 度量 空间 显然 是 Ti 空间 . 因此 ,度量 空间 是 
T; 空间 . 
定理 9 拓扑 空间 (X, 9 ) 是 正则 空间 的 充分 必要 条 件 是 Ya € X， Ya 的 
邻 域 U，3 an 的 邻 域 V, 使 得 VU. 
证 必要 性 :Va 的 邻 域 U, 令 FF 二 X 一 U, 则 下 是 闭 集 , 且 a € F. 因 X 是 
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正则 空间 , 故 有 a 的 邻 域 V 与 下 的 邻 域 W, 使 得 
人 


因 W 是 开 集 , 故 W" 一 X 一 W 是 闭 集 .由 VW= .有 VCW', 从 而 VCW. 
再 因 风 -三 X 一 下 = U, 所 以 站 EU. 

充分 性 : Va E X, 任 取 闭 集 F, a E F. 那 么 U = X 一 下 是 a 的 一 个 邻 域 . 
由 题 设 , 有 a 的 邻 域 V, 使 得 VU. 令 W = 二 XX 一 V, 则 W 是 开 集 . 因 VCU, 故 
X 一 VCX 一 U, 那 么 W 二 FF. 因而 W 是 闭 集 F 的 邻 域 .由 W 由 V = 2 便 知 X 
满足 第 三 分 离 公 理 , 所 以 它 是 正则 空间 . 

定理 10 正则 空间 的 子 空间 是 正则 空间 . 

证 设 A 是 正则 空间 X 的 一 个 子 空间 . VzE A, 设 G 是 A 的 闭 集 且 zx E 
G. 那么 ,有 XX 的 闭 集 FF, 使 得 G = A 由 F. 由 XX 是 正则 空间 ,有 zz 在 X 的 邻 域 
六 与 下 在 X 的 邻 域 V: ,使 得 Wi 由 V = .那么 ,Vi 由 A 是 zx 在 A 的 邻 域 ， 
Vi 由 A 是 G 在 A 的 邻 域 , 且 (Vi 由 A) n (Vi n 4) = 多 . 故 A 是 正则 空间 . 


五 、 正规 空 间 与 T 空间 


定义 6 拓扑 空间 (X, 7 ) 叫 做 正规 空间 ,如 果 (X, 9 ) 满 足 第 四 分 离 分 理 ， 
拓扑 空间 任意 两 个 不 相交 的 闭 集 , 有 不 相交 的 邻 域 . 
第 四 分 离 公理 又 叫做 铁 策 分 离 公 理 ,或 公理 T,. 
正规 空间 不 必 是 T; 空间 . 例如 ,本 节 例 2 所 示 的 拓扑 空间 X= {a, b,c} 有 
4 个 开 集 : 
X, GS, {a}, {6, ec}. 


它们 也 丛 是 X 的 4 个 闭 集 . 由 定义 可 以 验证 ,X 不 仅 是 正则 空间 ,也 是 正规 空 
间 . 但 X 不 是 T, 空间 ,也 不 是 Ti 空间 ,不 是 T 空间 . 

T; 空间 不 必 是 正规 空间 . 

正则 空间 不 必 是 正规 空间 . 
正规 空间 不 必 是 正则 空间 . 

以 上 结论 都 可 以 通过 一 些 反例 说 明 . 这 是 不 再 效 述 ,读者 可 以 思考 一 些 例 
证 ,或 者 参考 篇 末 所 列 的 文献 . 

定义 7 拓扑 空间 (X, 7) 叫做 Ti 空间 ,如 果 (X, 9) 是 正规 空间 ,并 且 是 Ti 
空间 . 

定理 11 T 空间 是 T; 空间 . 

证 设 X 是 T, 空间 , YzEX, 由 了 T 空间 是 T 空间 ,{z} 是 X 的 闭 集 . 设 
下 是 X 的 不 包含 点 z 的 闭 集 , 那 么 , {x} 门下 = GG. 由 TT, 空间 是 正规 空间 ,F 与 
{zx} 有 不 相交 的 邻 域 ,但 {x} 的 邻 域 就 是 点 z 的 邻 域 . 因此,X 是 T, 空间 . 
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定理 12 度量 空间 (S, p) 是 T, 空间 . 
证 设 F, G 是 S 的 两 个 不 相交 的 非 空 闭 集 . 作 


U =U.0(z, 全)， 其 中 p: = plz, G); 


V0(y， 名)， 其 中 p, =pCy, FF) 


>yEG 2 


因为 F,，G 是 闭 集 且 下 mnG= 2. 故 p: > 0, py >0. U,V 分 别 是 F,，G 的 邻 域 . 
故 只 须 证 Un V = 纪 则 可 . 
假设 EUmyVv, 由 U,V 的 定义 , 3zE F, y € G, 使 得 


px py 
(x, a) < py, a) < 
plx, a 2 po) 二 3 


车 p: 之 ps 则 、 

p: = pz, G) 委 p(zy y) 委 pzya) 十 oCy，a) < 全 + 多 过 pe, 矛 盾 . 

车 p: 宇 p,, 则 

py = po(zy F) Cply, 7) phy +plr, a) < ST 壹 ps, 矛盾 . 

故 UNV= 他 . S 是 正规 空间 . 又 ,度量 空间 是 Ti 空间 ,因而 S 是 T, 空间 . 

应 当 指出 ,定理 11 的 着 命题 不 真 . 也 就 是 说 ,T; 空间 不 必 是 T, 空间 . 这 样 
的 例证 这 里 就 不 多 谈 了 . 读者 可 参考 书 末 的 文献 . 

定理 13 拓扑 空间 (X, 7) 是 正规 空间 的 充分 必要 条 件 是 V 闭 集 F CX， 
VF 的 邻 域 U，3 下 的 邻 域 V, 使 得 V 三 U. 

证 必要 性 : 设 下 的 邻 域 U, 令 Ur 二 X 一 U, 则 Ur 是 闭 集 , 且 FNU = 人 
X 是 正规 空间 , 故 有 下 的 邻 域 V 与 U 的 邻 域 W, 使 得 


VNW= 8%. 


因 W 是 开 集 , 故 W" 二 XX 一 W 是 闭 集 .由 VN W= 二 BY, 有 VESW, 从 而 VSW. 
再 因 允 EX 一 U =U, 所 以 VEU. 

充分 性 : 设 F, G 是 X 的 两 个 不 相交 的 闭 集 . G = X 一 G 是 下 的 一 个 邻 域 . 
由 题 设 , 有 下 的 邻 域 V, 使 得 V 己 G', 那么 V' 是 G 的 邻 域 . 且 V 由 V = 多 , 故 
X 是 正规 空间 . 

定理 14 设 拓扑 空间 (X, 7) 是 正规 空间 ,A, B 是 X 的 两 个 不 相交 的 闭 
集 . 那么 ,存在 连续 函数 /:X 一 [0, 1], 使 得 
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0， 当 zeEA 时 ; 
1， 当 ze 也 时 . 


定理 14 叫做 ypetcog( 乌 里 松 ) 引 理 . 其 证 明 较 复杂 ,这 里 略 去 . 读者 可 参阅 
篇 末 文 献 . 

一 般 的 ,如 果 A, B 是 拓扑 空间 X 的 不 相交 的 两 个 非 空 点 集 , 连 续 函 数 f:X 
一 [0,，1] ,使 得 f(A) = {0)}, f(B) = {1), 则 了 叫 作 X 上 关于 点 集 偶 (A, B) 的 
ypsrcon 特征 函数 . 

Ypprco 引 理 告诉 我 们 ;正规 空间 的 任意 两 个 不 相交 的 闭 集 A 与 也 ,存在 关 
于 闭 集 偶 (A，B) 的 ypprcon 特征 函数 . 

Ypsrco 引 理 的 逆 命 题 也 成 立 . 

定理 15 拓扑 空间 (X, 9) 是 正规 空间 的 充分 必要 条 件 是 X 的 任意 两 个 不 
相交 的 闭 集 A，B, 存 在 关于 闭 集 偶 (A，B) 的 ypprcoa 特征 函数 . 

,证 必要 性 :由 yptcon 引 理 而 知 . 下 证 充分 性 ， 
设 f 是 关于 闭 集 偶 (A，B) 的 一 个 ypprco 特征 函数 . 取 [0，1] 的 两 个 开 集 


r=[o, 了 于), 6= (位 ， 1]. 令 = 广 (P,V= 广 (G) ,显然 AEU, BEV， 


且 UNV= 2. 故 X 是 正规 空间 . 

从 本 节 的 论述 可 以 看 到 ,考察 满足 某 些 公理 的 拓扑 空间 ,对 拓扑 空间 适当 增 
加 一 些 限制 ,能 使 我 们 逐步 深刻 地 揭示 拓扑 空间 的 性 质 ,能 使 我 们 从 欧 氏 空间 、 
度量 空间 逐步 过 渡 、 深 入 地 认识 和 了 和 解 拓扑 空间 . 


第 四 节 可 数 人 性 


f(z)= 


一 、 可 数 性 公理 


本 节 介 绍 分 别 满足 两 个 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 . 由 于 拓扑 空间 的 开 集 、 闭 
集 、 闭 包 \ 收 敛 序列 与 邻 域 都 是 密切 相关 的 概念 ,因此 ,满足 可 数 性 公理 会 对 这 些 
概念 产生 重要 影响 . 我 们 所 说 的 两 个 可 数 性 公理 是 : 

第 一 可 数 性 公理 :拓扑 空间 的 每 一 点 处 都 有 可 数 的 邻 域 基 ; 

第 二 可 数 性 公理 :拓扑 空间 有 可 数 的 拓扑 基 . 

第 一 可 数 性 公理 简称 公理 A ,第 二 可 数 性 公理 简称 公理 A;. 

显然 ,如 果 拓 扑 空间 满足 公理 A, ,就 一 定 满足 公理 A,. 

慰 维 欧 氏 空间 、 列 紧 度 量 空间 有 限 拓扑 空间 都 有 可 数 拓扑 基 , 因 而 满足 公 
理 4:. 度 量 空间 的 每 一 点 处 的 以 该 点 为 中 心 . 正 有 理 数 为 半径 的 球形 邻 域 族 是 
可 数 邻 域 基 , 因 而 度量 空间 满足 公理 A,. 
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下 面 举 出 不 满足 公理 A, 与 不 满足 公理 A, 但 满足 公理 A, 的 拓扑 空间 
的 例 . 

例 1 设 X= {rz10<zr<1),9={B1B=A‘=X-A,ACX,A 至 
多 可 数 } U {名 }, 则 (X, 9) 是 拓扑 空间 . 

下 面 说 明 (X,， 7) 不 满足 公理 Al. 

假设 X 的 每 个 点 处 都 有 可 数 邻 域 基 . 记 点 z 处 的 邻 域 基 为 14:}，A, 是 和 


的 至 多 可 数 子 集 . 因 和 不 可 数 , 故 3a E X,a 关 zx, a EU 4 因此 ， 
rE ta} =X—t{a), 


而 X 一 {a) € 图 故 {o} 是 z 的 邻 域 .但 {fa}* 不 包含 任何 一 个 A ,矛盾 . 

例 2 R 是 实数 集 ,离散 拓扑 空间 (R, 2). 

这 个 空间 的 每 一 个 子 集 既 是 开 集 又 是 闭 集 . 它 的 拓扑 基 必须 包含 所 有 的 独 
点 集 ,因而 不 可 数 .但 独 点 集 {z} 便 是 点 z 处 的 一 个 可 数 的 邻 域 基 . 因此 ,拓扑 空 
间 (R, 2”) 满 足 公理 A ,但 不 满足 公理 A:. 


二 、 满 足 第 一 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 


定理 1 满足 公理 A, 的 拓扑 空间 (X, 7) ,其 子 空间 (A, A 门 7) 也 满足 公 
理 A). 

证 YzEA4, 由 zeEX' 在 点 工 处 有 点 z 在 X 中 的 可 数 邻 域 基 {U,) , 那 
么 ,{ANU,} 便 是 在 点 z 处 ,zx 在 A 中 的 可 数 邻 域 基 . 

定理 2 满足 公理 A, 的 拓扑 空间 X 与 Y 的 积 空间 X XY 也 满足 公理 A). 

证 V(xz,y) EXXxY， zy 分别 在 X,Y 中 有 可 数 邻 域 基 {U,}), {V,). 
那么 

{U; XVj;|i=1,2,%;j=1,2,.} 

便 是 点 (z，?) 处 的 可 数 邻 域 基 . 

定理 3 设 拓扑 空间 (X, 了 7) 满足 公理 A, ,那么 , Y zx € X, 存在 zx 处 的 可 数 
邻 域 基 W, ,使 得 Wn SW， (n 二 1, 2，3，…). 

证 设 {V.} 是 点 工 处 的 可 数 邻 域 基 . 记 


一 ,一 和 Von 一 2，3,…)， 


则 得 结论 . 
定理 4 设 拓扑 空间 (X, 了 ) 是 满足 公理 A, 的 Ti 空间 , xz E X. 那么 ,存在 
工 处 的 可 数 邻 域 基 W, ,使 得 Wn 三 克 。C 一 1,，2,， 3, …) ,并且 
a 


a W. = {zx}. 

证 由 定理 3, 有 zz 的 可 数 令 域 基 W, ,使 得 Wr 祈 W。 (n= 二 1,2,3,…). 
显然 ,zE 站 W,. 设 yE X,y 闫 z 由 X 是 T 空间 知 {y)} 是 闭 集 .从 而 z 不 是 
{?} 的 聚 点 . 故 有 工 的 一 个 邻 域 U 不 包含 y. 由 到。 是 点 处 的 邻 域 基 , 存 在 正 整 
数 N, 使 得 Wy 和 SU. 因此,y E W,. 

设 已 是 拓扑 空间 (X, 9) 是 点 集 . 现在 我 们 讨论 E 的 聚 点 与 的 收敛 序列 
有 关 的 以 下 3 个 命题 : 

命题 (1) Z 是 已 的 聚 点 ; 

命题 (2) 有 已 一 {z} 的 序列 {z,} 收 敛 于 zi 

命题 (3) 有 巨 一 {z} 的 序列 (z,} 收 但 于 z, 其 中 i 关 j 时 有 zz; 天 局 

对 此 3 个 命题 的 联系 ,可 得 以 下 结论 : 

结论 1 对 于 任意 拓扑 空间 , 均 有 命题 (3) 一 命题 (2) 一 命题 (1). 

证 这 是 显然 的 . 

结论 2 对 于 满足 公理 A, 的 拓扑 空间 ,有 命题 (1) 二 命题 (2). 

证 设 {W,) 是 点 < 处 的 一 个 可 数 邻 域 基 . x 是 E 的 聚 点 , 故 对 任意 正 整 数 
n，3z,E€ W, 几 (E 一 {z)), 这 样 , 便 得 所 要 求 的 序列 {z,}. 

结论 3 存在 不 满足 公理 A, 的 Ti 空间 ,使 得 命题 (1) 不 蕴含 命题 (2). 

本 节 例 1 的 拓扑 空间 (X, 9) 是 不 满足 公理 A 的 Ti 空间 . 其中, X = [0， 
1],9= {B18 一 A 一 X 一 A, ACX, A 至 多 可 数 } U {2}. 如 果 E 是 X 的 
至 多 可 数 的 子 集 ,Vz E X, 则 因 


CE 一 (zj mn (E-{z) = 8, 


而 (E 一 {z)) 是 的 邻 域 , 知 z 不 是 已 的 聚 点 ;如 果 已 是 X 的 不 可 数 的 子 集 ，Vz 
E X,z 的 邻 域 4 与 巨 的 交集 4 门 巨 不 可 数 , 故 z 是 下 的 聚 点 ,从 而 互 一 X. 

如 果 {z,} 是 和 的 收敛 序列 ,其 极限 为 z, 则 存在 正 整数 NN, 使 得 >>N 时 ,zz 
= +. 否则 的 话 ,点 z 的 邻 域 (X 一 {z,)) U {z} 不 包含 序列 {z,) 的 点 ,这 与 {zv》 
收敛 于 矛盾 . 

现 设 已 是 X 的 不 可 数 子 集 . 则 Vx EX, zx 是 E 的 聚 点 .但 E 一 {x}) 中 没有 
收敛 到 z 的 序列 . 这 便 说 明了 命题 (1) 不 昔 含 命题 (2)， 

结论 4 对 于 T, 空间 ,有 命题 (2) 一 命题 (3). 

证 设 A 一 {zx} 的 序列 {xz} 收敛 于 zx, 那么 ,Yn, x, 天 z. 设 序列 {z,} 中 的 
点 的 全 体 的 集合 为 EE, 则 EE 不 可 能 是 有 限 集 ,否则 的 话 ,由 于 在 Ti 空间 中 ,有 限 
点 集 是 闭 集 , X 一 巨 便 是 点 z 的 一 个 邻 域 ,但 X 一 下 却 不 包含 序列 {z,} 的 点 . 这 
与 {z} 收 敛 于 矛盾 .因此 ,下 是 无 限 集 .因此 ,序列 {z.} 便 有 每 两 项 都 不 相同 的 
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子 列 收敛 于 z. 

结论 5 存在 满足 公理 A, 而 非 Th 空间 的 拓扑 空间 ,使 得 命题 (2) 不 蕴含 命 
题 (3). 

设 集合 X= {a, bc), 了 = {X, 名 , {a, 6}, {a, c}, {a}}, 则 拓扑 空间 
(X, 9) 是 To 空间 ,满足 公理 A, ,但 非 Ti 空间 . 

令 z, = a, 则 常 项 序列 {zx,} 收敛 ,a, b,c 都 是 {zx,} 的 极限 . 由 此 可 见 命题 


(2) 不 蕴含 命题 (3). 
结论 6 ey Ali 的 T 空间 ， 有 命题 (1) 澡 命题 (0) 名 命题 (3)， 
证 由 结论 1, 结论 2, 结论 4 便 知 . 


加 
可 以 用 序列 的 收敛 性 来 刻画 . 

定理 5 设 X,Y 是 拓扑 空间 ,X 满足 公理 A, ,映射 /:X->Y. 那么 ,f 是 连 
续 映 射 的 充分 必要 条 件 是 Vz € X, 对 于 X 中 收敛 于 xz 的 序列 {x,), 都 有 
{f(z,)}) 收 敛 于 f(z). 

证 必要 性 是 显然 的 ,事实 上 ,对 于 任意 拓扑 空间 (不 必 满 足 公理 A, ) 都 是 
成 立 的 ,下 证 充分 性 . 

假设 了 在 点 z € X, 则 3 f(z) 的 一 个 邻 域 U, 使 得 z 不 是 /，(U) 的 内 点 

由 X 满足 公理 Ai, 在 点 X 处 有 满足 Ws 三 W, 的 可 数 邻 域 基 {W,). 由 工 
不 是 六:(U) 的 内 点 . Yn, 均 有 W, 生 广 :0U). 因此 ，3z。E W,, 使 得 x, E 
广 !(U). 这 样 , 便 有 X 中 收敛 于 z 的 序列 {z,} ,使 得 点 {了 (Cz,)} 不 收敛 于 f(z). 
这 与 题 设 矛盾 


三 、 覆 盖 


在 讨论 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 之 前 ,我 们 有 必要 将 度量 空间 关于 
覆盖 的 概念 推广 到 拓扑 空间 . 这 是 容易 直观 理解 ,容易 办 到 的 . 具体 地 说 ,只 要 将 
本 篇 第 一 章 第 四 节 中 的 定义 4 的 度量 空间 改 述 为 拓扑 空间 ,其 余 逐 句 照 搬 , 便 得 


里 不 再 重复 熬 述 ， 
四 、 满 足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 


定理 6 满足 公理 A, 的 拓扑 空间 (X, 了 ,其 子 空间 (A, A 门 9) 也 满足 公 
理 4:. 
证 如 果 {W,} 是 XX 的 可 数 拓扑 基 , 则 {A 站 W,}) 是 4 的 可 数 拓扑 基 . 
定理 7 满足 公理 A; 的 拓扑 空间 X 与 Y 的 积 空间 X XY 也 满足 公理 A;. 
证 如 果 {U,), {V,} 分 别 是 X 与 Y 的 可 数 拓扑 基 , 则 
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{U; XV; |i=1,2,.;j=1,2,..} 
是 XXY 的 可 数 拓扑 基 . 
定理 8 《Lindelof( 林 德 略 夫 ) 定 理 ) ,满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 的 任 
何 开 覆盖 都 有 一 个 可 数 子 覆盖 . 
证 设 拓扑 空间 (X, 7) 满足 公理 A,, 多 是 义 的 一 个 可 数 拓扑 基 . 设 A = 
{U.} 是 X 的 一 个 开 覆 盖 . 记 


= {V1V EE 98, 3U E€ -使 得 了 SU). 
则 WS 多 , 4 至 多 可 数 . 不妨 记 


YU= {Vi, Vo, *} 
Vn, 任 取 一 个 满足 V, 刁 U, 的 UE 以 记 
A = {Ui, Us, *)}. 


我 们 断言 ,4 是 X 的 一 个 可 数 开 覆盖 .事实 上 VzE X, 由 A 是 X 的 覆盖 ， 
3U。E ,使 得 z EU,. 是 拓扑 基 . 故 存在 VE ,使 得 z EV, 且 VCU,. 由 
勾 的 定义 , YE VW 不 妨 , 记 V = Vi, 则 xz EU. 


五 、 可 分 空间 


定义 1 有 可 数 稠密 子 集 的 拓扑 空间 叫做 可 分 空间 ,或 说 是 可 分 的 . 

定理 9 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 是 可 分 空间 . 

证 设 拓 扑 空间 (X, 7) 满足 公理 A:，U, 是 X 的 一 个 可 数 拓扑 基 . 在 每 个 
U, 中 任 取 且 只 取 一 点 z,, 记 A 是 取出 的 这 些 点 的 集合 . 显然 ,集合 A 至 多 可 数 . 
我 们 断言 ,A 在 X 中 稠密 . 事实 上 , Yz E X, 设 V 是 z 的 任 一 邻 域 . 则 有 某 个 
U,SU 且 x E Uw, 因 zx EU,NA, 故 VN A 如 ,因而 zE A, 故 A 二 X. 

应 当 指出 ,定理 9 的 逆 命 题 不 真 . 可 分 空间 不 必 是 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓 
扑 空 间 . 

例 3 设 集合 X 是 实数 集 , 9= {A | A CX, A 不 包含 非 零 有 理 数 ,0 € A} 
U {X} U {@}. 

易 知 (X, 了 ) 是 拓扑 空间 . 

有 理 数 集 Q 是 X 的 可 数 子 集 . Vz E X, 若 zE Q, 则 z 的 任意 邻 域 都 包含 
Q 的 点 0, 因 而 zx E Q ,于 是 Q = X. X 是 可 分 空间 . 而 X 显然 没有 可 数 拓扑 基 . 


第 五 节 紧 致 性 


紧 致 性 是 一 个 十 分 重要 的 拓扑 性 质 , 在 度量 空间 中 ,我 们 已 对 它 有 了 初步 认 
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识 .本 节 将 对 它 进行 较 细致 的 讨论 . 
一 、 紧 致 空间 


定义 1 设 已 是 拓扑 空间 (X, 7 ) 的 点 集 , 如 果 巨 的 任意 开 覆 盖 都 有 一 个 有 
限 子 覆盖 , 则 已 叫做 是 空间 X 的 一 个 紧 致 集 , 或 简称 紧 集 . 如 果 X 是 紧 致 集 , 则 
说 X 是 一 个 紧 致 拓扑 空间 ,或 简称 紧 致 空间 ,或 紧 空 间 . 

例 1 拓扑 空间 的 任意 有 限 集 都 是 紧 致 集 . 

例 2 如 果 义 是 无 限 集 ,离散 拓扑 空间 (X, 2*) 不 是 紧 致 空间 . X 的 无 限 子 
集 不 是 紧 致 集 . 这 是 因为 每 个 独 点 集 都 是 开 集 . 

例 3 nn 维 欧 氏 空 间 E" 中 的 有 界 闭 区 间 是 紧 致 集 . 这 由 数学 分 析 中 著名 的 
有 限 覆 盖 定 理 可 知 . 

例 4 直线 E' 不 是 紧 致 空间 . 因为 车 记 开 区 间 (一 n,n) 一 U, 则 -一 {U,} 
是 E' 的 一 个 开 覆 盖 , 显 然 没有 有 限 子 覆 盖 . 

定理 1 紧 致 空间 的 闭 集 是 紧 致 集 . 

证 设 已 是 紧 致 空间 (X, 9) 的 一 个 闭 集 .是 下 的 一 个 开 覆 盖 . 因 已 一 和 
一 EE€ 多 故 NU {E*} 是 X 的 一 个 开 覆 盖 .由 XX 是 紧 致 空间. XAU {E} 有 一 个 
有 限 子 覆盖 %V, 那 么 一 {E'} 便 是 下 的 开 覆 盖 的 一 个 有 限 子 覆盖 . 

以 后 ,我 们 要 提 到 术语 “有 限 交 性 质 ” 设 非 空 集合 S,{F,} 是 S 的 某 些 子 集 
的 集合 . 所 谓 集 合 族 {F.} 具 有 有 限 交 性 质 ,是 指 {F.} 中 任意 有 限 个 元 素 的 交集 
都 非 空 集 . 

定理 2 拓扑 空间 (X, 7) 是 紧 致 空间 的 充分 必要 条 件 X 的 任意 具有 有 限 
交 性 质 的 闭 集 族 {(F.} 有 站 F。 关 2. 


证 必要 性 ;假设 站 FE, = 所 , 则 


NF:= (NF)=X-NF,.=X. 
故 { 玉 } 是 X 的 一 个 开 覆 盖 . 由 X 是 紧 致 空间 ,有 一 个 有 限 覆 盖 
{Fi, Fs, », F.}. 
这 样 的 话 ， 
EC 
与 题 设 {F,} 具 有 有 限 交 矛盾 . 
充分 性 :假设 X 不 是 紧 致 空间 . 则 有 X 的 一 个 开 覆 盖 《= (U。.} 没有 有 限 
子 覆盖 . 记 F。 一 X 一 U。 = Us, F 二 XX 一 F。 一 U, 则 已 是 闭 集 . 


我 们 断言 , 闭 集 族 {F.} 有 具有 有 限 交 性 质 .事实 上 ,假设 有 
“了 5 


则 UU, = X, 


这 与 妈 没 有 有 限 子 覆盖 矛盾 . 
再 由 A 是 X 的 覆盖 ,有 


NF.=NU.=X-UU.=%, 
这 便 与 题 设 矛盾 . 
二 、 列 紧 空间 


定义 2 设 已 是 拓扑 空间 (X, 7) 的 点 集 ,如 果 下 的 每 个 无 穷 子 集 都 有 一 个 
(属于 巨 的 ? 聚 点 , 则 已 叫做 是 空间 X 的 一 个 列 紧 集 . 如 果 X 是 列 紧 集 , 则 说 X 
是 一 个 列 紧 拓 扑 空间 ,或 简称 列 紧 空 间 . 

例 5 拓扑 空间 的 任意 有 限 集 都 是 列 紧 集 . 

例 6 列 紧 空间 的 闭 集 是 列 紧 集 . 

例 7 有 限 个 列 紧 集 的 并 集 是 列 紧 集 . 

定理 3 紧 致 空间 是 列 紧 空间 . 

证 设 人 是 紧 致 空间 (X, 9) 的 一 个 无 穷 点 集 . 假设 A 无 聚 点 . 则 YzEX， 
3z 的 邻 域 U。, 使 得 

UN (A-{z) = 8. 


显然 , A == {U- | xz € X} 是 XX 的 一 个 开发 盖 . 由 XX 是 紧 臻 空间 ,有 一 个 有 限 
子 虱 盖 
{Us , Us ，…，U 


但 每 个 Us 至 多 包含 A 的 一 个 点 ,这 与 A 为 无 穷 点 集 矛 盾 . 从 而 ,A 有 聚 点 . X 
是 列 紧 空 间 . 

我 们 知道 ,度量 空间 (S, p) 是 列 紧 度量 空间 的 充分 必要 条 件 是 (S, p) 是 紧 
致 空间 ( 见 本 篇 第 一 章 第 四 节 定 理 9) ,在 一 般 拓扑 空间 中 , 列 紧 空 间 不 必 是 紧 臻 
空间 . 

例 8 设 X 是 正 整 数 集 , V 正 整数 ,集合 

A,. 一 {(1，2，…，7z)} 
岂 做 正 整 数 集 的 一 个 片断 . 记 


T= {X, G, Ai, As,*, A,, …}， 
"3116 。 


则 易 知 CX, 3 ) 是 一 个 拓扑 空间 . 
A= {Ai, As, *, A,, *…} 


是 X 的 一 个 开 覆 盖 , 但 显然 没有 有 限 子 覆 盖 . 因此 ,X 不 是 紧 致 空间 . 

另 一 方面 , 设 A 是 X 的 一 个 无 穷 点 集 . 设 m 是 A 所 包含 的 正 整数 之 最 小 
者 .那么 , 当 n>>m 时 ,roE(A, 一 {n)) ,因而 ,> 是 A 的 聚 点 .而 A 是 无 穷 点 集 ， 
在 大 于 n。 的 所 有 正 整 数 中 必 有 属于 A 的 . 这 样 便 知 X 是 列 紧 空间 . 

定理 4 设 拓扑 空间 (X, 了) 是 列 紧 空间 ,Ti 空间 ,{F,} 是 X 的 非 空 闭 集 序 
列 , 且 


= = 
那么 ,月 F, 产儿 . 
证 ”从 每 个 ,中 取出 一 点 z.. 记 
已 一 {z|zEXz 一 某 个 z)， 
车 E, 是 有 限 集 , 则 在 选 出 的 点 zx。 中 有 无 穷 多 个 是 相同 的 . 不 妨 记 之 为 a. 
则 a € 用 已 . 结论 成 立 . 


若 E, 是 无 限 集 . 因 Fi 是 列 紧 空间 X 的 闭 集 , 故 F, 是 列 紧 集 . E, 是 FF, 的 
无 穷 子 集 , 故 已 有 聚 点 , 且 BE; 和 Fi. VY 正 整数 , 记 


EE, 二 {rz|xzEX,x= 某 个 xz,k 之 n} 
X 是 Ti 空间 , E 一 E, 是 有 限 集 ,因此 , E" = EY. 于 是 
ECF GF,, 


即 有 EE! 己 每 个 FF,, 故 站 F, 关 2 


定理 4 显然 是 数学 分 析 中 区 间 套 定理 的 推广 ,也 叫做 Cantor 定理 . 

定理 5 设 拓扑 空间 (X, 了 ) 是 列 紧 空 间 ,T, 空间 , 则 X 的 每 个 可 数 开 要 盖 
{U,} 都 有 一 个 有 限 子 覆盖 . 

证 不 妨 假设 U, 是 X 的 可 数 无 穷 覆 盖 . 记 


Ve.=UU, F,=X-V.=V: 
则 VE 史书 是 闭 集 且 Fr 三 已 . 
假如 每 个 F, 关 忆 , 则 由 Cantor 定 理 , 一 站 F, 关 YZ. 于 是 ) 


人 


这 与 {U0,} 覆 盖 X 矛盾 . 因此 , 3 正 整数 ”, 使 得 F. = .于 是 , {Ui, U;, …， 
U,} 就 是 一 个 所 求 的 有 限 子 履 盖 . 


三 、 覆 盖 式 列 紧 空 间 


定义 3 每 一 个 可 数 覆盖 都 有 一 个 有 限 子 覆盖 的 拓扑 空间 叫做 覆盖 式 列 紧 
安 同 

拓扑 空间 的 子 集 如 果 作为 子 空间 是 覆盖 式 列 紧 空间 , 则 做 拓扑 空间 的 覆盖 
式 列 紧 集 . 

定理 6 覆盖 式 列 紧 空间 是 列 紧 空间 . 

证 设 覆盖 式 列 紧 空 间 (X, 了 7) ,假设 X 不 是 列 紧 空 间 . 则 X 有 一 可 数 无 穷 
点 集 


A= {zi, zs, Tr) 


无 聚 点 ,因而 A 是 闭 集 , A 二 X 一 A 是 开 集 . 
Vz € A, IU, EE 7 使 得 Zz € Us 几 (A 一 {z4)) = 名 . 于 是 X 的 可 数 开 
覆盖 
{A‘, Ui, Us, *, U,, *)} 


没有 有 限 子 覆盖 ,矛盾 . 
由 定理 5, 可 以 看 到 ,每 个 列 紧 Th 空间 是 覆盖 式 列 紧 空间 . 再 由 定理 6, 便 知 
对 于 T, 空间 ,覆盖 式 列 紧 性 与 列 紧 性 等 价 . 
显然 , 紧 致 空间 是 覆盖 式 列 紧 空 间 . 反之 , 则 不 然 .反例 可 参阅 书 末 的 文献 . 
设 拓扑 空间 (X, 9 ) 的 任意 非 空 闭 集 序列 {F.}，F 三 F,, 都 有 


下 已 关东 


这 一 条 件 , 叫 做 Cantor 条 件 . 
定理 7 拓扑 空间 (X, 了 ) 是 覆盖 式 列 紧 空 间 仿 X 满足 Cantor 条 件 . 
证 必要 性 :假定 有 XX 的 非 空 闭 集 序列 {F,)，F SPF， 而 NF, 一 他 . 令 


U, 一 X 一 PF,， 则 忆 U, 一 XX, 因此 {U,} 是 X 的 一 个 可 数 开 覆盖 . 于 是 有 一 个 有 


限 子 覆盖 
{U Us Us) ma < < a). 


于 是 山 U = Us ,从 而 U 一 X. 那 么 FF, = 纪 . 矛盾 . 
充分 性 :由 定理 5、 定 理 4 即 知 . 
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四 、 序 列 式 列 紧 空间 


定义 4 空间 中 的 每 个 序列 都 有 一 个 收 合子 列 的 拓扑 空间 叫做 序列 式 列 紧 空间 . 
拓扑 空间 的 于 集 如 果 作为 子 空间 是 序列 式 列 紧 空间 ,叫做 拓扑 空间 的 序列 
式 列 紧 集 ，， 

定理 8。 序列 式 列 紧 空 间 是 覆盖 式 列 紧 空间 . 

证 ， 设 {F,) 是 序列 式 列 紧 空 间 (X，9) 中 的 非 空间 集 序列 , 且 Fr 三 F, 在 
每 个 F, 中 选 出 一 点 z,, 则 得 X 的 序列 {z,)，{z,) 有 收敛 子 列 {z.,) , 设 其 极限 
为 z. 于 是 ,x € FE = F,, 故 xz 站 F.. 由 定理 7 便 知 X 是 得 盖 式 列 紧 空间 . 

由 上 面 的 论述 ,可 以 看 到 , 紧 致 性 强 于 覆盖 式 列 紧 性 ,覆盖 式 列 紧 性 强 于 列 
紧 性 .序列 式 列 紧 性 强 于 覆盖 式 列 紧 性 ,但 可 以 证 明 , 紧 致 性 并 非 强 于 序列 式 列 
紧 性 ,序列 式 列 紧 性 也 并 非 强 于 紧 致 性 . 

定理 9 满足 公理 A, 的 列 紧 Ti 空间 ,是 序列 式 列 紧 空 间 . 

证 设 拓扑 空间 (X, 了) 满足 公理 A, ,是 列 紧 空间 ,Ti 空间 . 设 {z,} 是 XX 中 
的 序列 . 用 A 表示 这 个 序列 的 点 的 集合 . 因 X 是 列 紧 空间 . 故 3z E X, 使 得 z 
的 任意 邻 域 V, 包 含 {z,} 的 无 穷 多 项 . 

因 X 满足 公理 A, 故 点 处 有 可 数 邻 域 基 {W.)， Wot 三 W， 取 zz E Wh 
(nu 之 一 ,= 1， 2，…)， 则 得 {z,} 的 收 序 子 列 {zw }, 其 极限 为 

这 便 证 明了 X 是 序列 式 列 紧 空间 . 

由 定理 9, 立 得 

定理 10 满足 公理 A 的 紧 致 T 空间 是 序列 式 列 紧 空间 . 

综 前 述 可 知 

定理 11 对 于 满足 公理 A, 的 T, 空间 ， 

列 紧 性 全 序列 式 列 紧 性 全 材 盖 式 列 紧 性 . 

定理 12 满足 公理 A; 的 要 盖 式 列 紧 空间 是 紧 至 空间. 

证 设置 盖 式 列 紧 空间 (X， 了) 满足 公理 As. 设 是 X 的 一 个 开 覆 盖 . 由 
Lindelof 定理 ,人 有 一 个 可 数 子 覆盖 4S .人 再 由 X 是 覆盖 式 列 紧 空 间 . 入 有 一 
个 有 限 子 覆 盖 丸和 4 .4 当然 也 是 的 有 限 子 守 盖 . 

综 前 述 , 便 有 

定理 13 对 于 满足 公理 A, 的 拓扑 空间 ， 

紧 政 性 全 材 盖 式 列 紧 性 . 
定理 14 对 于 满足 公理 4, 的 Ti 空间 ， 


紧 致 性 全 覆盖 式 列 紧 性 会 列 紧 性 兮 序列 式 列 紧 性 . 
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习 题 2-2 


1. 证 明 : 非 空 集合 X 上 的 拓扑 所 的 交集 5 一 站 所 是 X 上 的 拓扑 . 


2. 设 非 空 集合 X = {a, 6，c}, 试 写 出 X 上 的 所 有 的 拓扑 . 在 这 些 拓扑 中 ,是 否 存在 到 ， 
把, 使 得 天 U 于 不 是 XX 的 拓扑 ? 

3. 设 集合 X= {a, b,c} ,5= {X, 多 ， (as)}，{c}). 指出 拓扑 空间 (X, 7) 的 所 有 的 闭 
集 与 完备 集 . 

4. 下 是 拓扑 空间 (X, 7) 的 闭 集 , 且 F 三 已 SF. 证 明 :EE 是 闭 集 . 

5. 下 是 拓扑 空间 (X, 了) 的 自 密集 , 且 F CECF. 证 明 :E 是 自 密集 . 

6. 证 明 : 自 密集 的 导 集 与 闭 包 都 是 自 密集 . 

7. 已 是 拓扑 空间 (X，5 ) 的 子 集 .证 明 : 无 处 稠密 IntE = 2. 

8, 巨 是 拓扑 空间 (X,，9) 的 子 集 . 证明, EE 是 闭 集 且 无 处 稠密 污 3U E 5 使 得 EE = 9U. 

9. 设 拓扑 空间 XX 与 Y, zo。E X. 映射 /:XY 在 点 zo 连续 .XX 中 的 序列 {z,) 收 化 于 zo。 

证 明 :Y 中 的 序列 {f(z,)} 收 敛 于 f(zo). 举 例 说 明 这 个 命题 的 逆 命 题 不 真 . 

10. 证 明 : 在 拓扑 空间 X 中 ,X 的 开 子 集 G 的 开 子 集 A 是 X 的 开 子 集 ;X 的 闭 子 集 F 的 
闭 子 集 B 是 X 的 闭 子 集 . 

11. 设 (A, 天 ) 是 拓扑 空间 (X, 了) 的 一 个 子 空间 . B 是 A 的 子 集 . BA，Ba， IntsB， 
ExtAB， 94B 分 别 表示 B 在 子 空间 (A, 1) 的 导 集 , 闭 包 , 内 部 ,外 部 和 边界 . 指出 下 列 等 式 是 
否 正确 , 若 正确 , 则 加 以 证 明 ;车 否 , 则 举 出 反例 . 


(1) BA = 也 (2) BA=BNA; 

(3) Br = B’; (YB*=B NA; 

(5) IntAB = IntB; (6) IntB SE IntAB， 

(7) ExtaB = ExtB; (8) ExtaB = ExtB MN A; 
(9) 9aB = 9B; (10) aaB = 9BN A; 


(11) IntAB = IntB MN A. 

12. 证 明 : 直 线 E .的 非 空 连 通 集 必 是 至 少 包含 两 个 点 的 区 间 . 

13. 证 明 , 直 线 EB 挖 去 一 个 点 a 后 是 非 连 通 的 ,而 平面 EB 挖 去 一 个 点 后 是 连通 的 . 

14. 证 明 : 拓 扑 空间 X 非 连 通 名 存在 连续 映射 /:X 一 E' ,使 得 /(X) 只 含 2 个 元 素 . 

15. 证 明 : 如 果 连 通 的 度量 空间 (S, p) 至 少 包 含 2 个 元 素 , 则 存在 连续 映射 f:X 一 [0， 
J, 使 得 FCX) = [0, 1]. 

16. 证 明 : 本 章 第 二 节 例 6 中 的 A 不 是 道路 连通 集 . 

17. 道路 连通 集 的 闭 包 是 否 也 是 道路 连通 集 ? 

18. 拓扑 空间 X 的 连通 分 支 一 定 是 X 的 开 集 吗 ? 

19. 连通 空间 的 子 空间 一 定 是 连通 空间 吗 ? 

20， 两 个 连通 空间 的 积 空间 是 连通 空间 吗 ? 

21. 举例 说 明 ,Ti 空间 的 收敛 序列 可 能 极限 不 惟一 . 

22. 证 明 :T。 空间 的 子 空间 与 积 空间 都 是 T。 空间 . 
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23. 证 明 :Ti 空间 的 子 空间 与 积 空间 都 是 T 空间 . : 

24. 设 Ti 空间 的 点 集 4 是 闭 集 ,至 少 包含 2 个 点 ,并 且 是 连通 的 ,证 明 :A 是 完备 集 . 
25. T, 空间 的 子 空间 与 积 空间 是 否 是 T; 空间 ? 

26. 设 A 是 拓扑 空间 (X, 9) 的 非 空 点 集 ,Y 是 Ts 空间 . 连续 映射 /:X~Y. 在 zo。€ 有 A 处 


有 极限 . 证明 :f 在 zx。 处 的 极限 是 惟一 的 . 


27，T 空间 的 子 空间 与 积 空间 是 否 是 Ti 空间 ? 

28， 正规 空间 的 子 空间 与 积 空间 是 否 是 正规 空间 ? 

29，T 空间 的 子 空间 与 积 空间 是 否 是 T, 空间 ? 

30. 设 拓扑 空间 (X, 9 7 满足 第 一 可 数 性 公理 ,已 是 X 的 非 空 点 集 - 
证 明 , xz € EE 中 有 收 全 于 xz 的 序列 {z,}. 

31. 设 拓扑 空间 (X, 了) 满足 第 一 可 数 性 公理 ,XX 中 的 收敛 序列 有 惟一 的 极限 . 
证 明 :(X, 7) 是 Hausdorff 空间 . 

32. 证 明 : 度 量 空间 是 可 分 空间 的 充分 必要 条 件 是 满足 第 二 可 数 性 公理 . 
33. 证 明 : 紧 致 性 、 列 紧 性 .覆盖 式 列 紧 列 、 序 列 式 列 紧 性 都 是 拓扑 性 质 . 
34. 举例 说 明 紧 致 Ti 空间 的 紧 致 集 不 必 是 闭 集 . 

35. 证 明 ;T 空间 的 两 个 紧 致 集 的 交集 是 紧 致 集 . 

36. 证 明 : 正 则 空间 的 紧 致 集 的 闭 包 是 紧 致 集 ， 
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第 三 篇 泛 函 分 析 


泛 函 分 析 是 研究 抽象 空间 及 其 在 空间 上 定义 的 算 子 (映射 ) 性 质 的 一 门 数学 
学 科 . 泛 函 分 析 中 , 常 把 一 些 分 析 的 、 代 数 的 几何 的 对 象 (函数 .数列 ,矩阵 、 算 子 
等 ) 作 为 某 种 特定 意义 下 “空间 ”的 元 素 ,再 在 抽象 空间 ”中 加 以 一 般 性 的 讨论 ， 
找 出 其 共同 规律 性 的 东西 . 这 里 所 谓 “ 空 间 ” 是 指 满足 一 定 公 理 的 元 素 所 组 成 的 
基本 集合 . 


第 一 章 ”Banach 空间 及 其 上 的 算 子 


上 一 篇 研究 了 一 类 特殊 的 拓扑 空间 一 一 度量 空间 . 在 应 用 中 常见 的 抽象 空 
间 不 但 具有 拓扑 结构 ,而 且 具 有 一 定 的 代数 结构 . 例如 ,考察 物理 系统 的 状态 所 
构成 的 集合 ,人 们 不 但 要 研究 其 收敛 性 等 拓扑 性 质 , 而 且 总 希望 状态 允许 有 加 法 
和 与 数 的 乘法 运算 ,并 使 其 代数 结构 与 拓扑 结构 有 机 地 结合 起 来 成 为 性 质 优良 
的 线性 拓扑 空间 . 

本 章 着 重 研究 应 用 中 最 重要 的 一 类 特殊 的 线性 拓扑 空间 一 一 赋 范 线性 空间 
与 完备 的 赋 范 线性 空间 及 其 上 定义 的 线性 算 子 与 线性 泛 函 的 理论 . 


第 一 节 ” 赋 范 线 性 空间 与 Banach 空间 


一 、 线 性 空间 


定义 1 设 X 是 一 非 空 集 合 ,K 是 数 域 (实数 域 R 或 复数 域 C). 如 果 在 X 
中 定义 了 元 素 的 加 法 和 数 与 元 素 的 乘法 , 且 满足 下 列 条 件 : 
(A) Yz,yEX,， 3xeEX, 岂 做 z，y 的 和 , 记 为 xx 一 工 +y, 且 满足 
《1 交 守 3 二 了 十 2 
(2) (z 十 y) 十 z 一 工 十 (> 十 z); 
(3) 存在 零 元 素 0, VY zEX 有 z+0 一 zi 
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(4) YVzEX, 3( 一 z EX 有 z 十 (一 zZ) 一 0. 

(B) YrEX 及 YAEK,IjuE 义 , 则 做 A 与 x 的 数 乘 , 记 为 二 47, 且 VY 
Xx，y € X,4,，pyE kK 满足 

(5) 1z= Zz 

(6) ACpr) = CW) zs 

(7) ACz 十 ?) 一 Miz 十 My 

(8) (十 pz 一 MAz 十 pr 
则 说 X 是 数 域 K 上 的 线性 空间 或 向 量 空间 . 其 中 的 元 素 岂 做 向 量 或 点 . 

零 向 量 0 有 时 简 记 为 0, 它 未 必 是 数 0. 

特别 地 ,实数 域 R 上 的 向 量 空间 叫做 实 空间 ;复数 域 C 上 的 向 量 空间 叫做 
复 空间 . 

由 定义 不 难 验证 ,对 A* E K,z € XX 恒 有 


0r=0;W=0;(— Dr=—z. 


例 1 数列 空间 X = {zx 二 (6) 刀 15 E K, 且 zz 满足 性 质 P), 这 里 m 为 有 
限 或 co. 定义 
Z 十 ?一 {6 十 WW} 人 1， 
jz = {Mi} 


其 中 z= {6)?ei, yy 二 (nn)?-1 EE X,AE K, 且 恒 有 z 十 y, hr € X. 则 易 验证 
X 成 为 线性 空间 . 
例 2 函数 空间 X= {f | f:0 一 KK 且 满 足 性 质 P}. 定义 
(f+g)(x) = f(x) + g(x), 
Qf z) = Af (7), 


其 中 f,g € X, A EK, 且 恒 有 f 十 g, 4f € X, 则 易 验 证 X 成 为 线性 空间 . 
后 面 常用 的 有 关 线 性 空间 中 的 重要 术语 、 记 号 与 概念 , 现 简单 罗列 如 下 : 
设 X,Y 都 为 K 上 的 线性 空间 . 

(1) 子 空间 

若 X。CX, 且 Yx,yE€E Xo,AEK, 恒 有 Zz 十 y, hr € Xi, 则 易 证 Xo 为 
线性 空间 ,说 X。 是 X 的 线性 子 空间 (简称 子 空间 ). 当 {0} 关 Xe CC 和 时 ,说 X。 
是 X 的 真子 空间 . 

(2) 张 成 空间 


车 MC X, 易 证 子 集 { >\azi | = E M, a E K, nn 有限} 是 X 的 于 空 


间 . 该 子 空间 叫做 M 的 张 成 空间 , 记 为 span M, 简 称 M 的 和 . 
。124。 


易 证 span M 为 包含 M 的 最 小 的 子 空间 . 

例 3 在 E’ 中 , 取 M= {ei, es), 其 中 e = (1, 0,0),e 一 (0,，1, 0), 则 
span M 二 zOy 平面 ,为 E’ 的 真子 空间 . 

(3) 基 与 维 数 ‘ 

车 {fe1，e:，*…，, e,} 是 XX 中 线性 无 关 的 向 量 组 , X = span{el，ez，…，e)， 
则 说 {ea ，e，…，e.} 是 X 的 一 组 基 . 基 中 所 含 向 量 的 个 数 n 叫做 空间 X 的 维 
数 , 记 为 dim X. 

特别 地 , 当 X 一 {0), 说 X 是 零 维 空间 . 

若 dimX< 十 ce 时 ,说 X 是 有 限 维 空间 ,否则 说 X 是 无 限 维 空间 . 

例 4 E" 是 有 限 维 空间 ,2 ，C[a, 5],L?[a, 5b] 都 是 无 限 维 空间 . 

(4) 线性 算 子 与 线性 泛 函 

若 A:X—>Y 满足 :Yr1, zx; € X,aE€ K 有 

(1) A(z 十 zz) = Ar 十 Arz: (可 加 性 ); 

(2) Alaz) =oAzr: ( 齐 次 性 )， 

则 说 A 是 X 到 Y 中 的 线性 算 子 . 

注意 ”对 线性 算 子 而 言 ,习惯 上 总 把 象 A(z) 简 记 为 Az. 

特别 地 , 当 Y = K 时 ,线性 算 子 f:X 一 K 叫 做 线性 泛 函 , 且 当 K = R 或 C 
时 ,相应 叫做 实 线性 泛 函 或 复线 性 泛 函 . 


例 5 定义 Af 一 /CDde, fE Cla, 总, 易 验 证 
A:C[a, b] ~ CLa, 6] 
是 线性 算 子 . 
例 6 定义 Df = 是 /(z)，7E Co [a, 扫 , 易 验证 


D:CY [a, bj—C[La, b] 
是 线性 算 子 . 
例 7 车 f(z) = [zWar, ze C[a, 5], 则 f:C[a, 5]>K 是 线性 泛 函 . 


但 是 g(z) 一 | VITCPCDJrde， zx € Co [a, 休 , 则 易 知 泛 本 


g:CY [a, b>R 
不 是 线性 的 . 
(5) 同 构 
若 存在 可 逆 的 线性 算 子 A:X-~Y, 则 说 A 是 X 到 Y 上 的 线性 同 构 映射 , 简 
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称 为 同 构 映射 ,并 说 X 与 Y 是 同 构 的 . 

例 8 ? 维 实 (或 复 ) 线 性 空间 X 总 与 (或 C') 同 构 . 

注意 同 构 映 射 A:X>Y 的 道 映射 A_: :Y-~~X 也 是 同 构 映射 . 从 代数 性 质 
而 言 , 同 构 的 两 空间 X,Y 可 视 为 相同 的 空间 . 

有 限 维 空间 是 线性 代数 的 主要 研究 对 象 , 泛 函 分 析 研究 的 主要 对 象 是 无 限 
维 空间 , 它 不 但 要 研究 其 代数 性 质 ,还 要 研究 与 代数 结构 有 机 地 相 结 合 的 拓扑 性 
质 ,这 就 是 线性 拓扑 空间 理论 . 

定义 2 设 和 是 线性 空间 , 且 X 有 7T* 拓扑 ,使 对 此 拓扑 而 言 ,X 上 的 线性 
运算 都 是 连续 的 , 则 说 X 是 线性 拓扑 空间 . 

定义 3 设 M 是 线性 空间 X 的 一 子 集 , 若 Vz，yE M 为 端点 的 线段 
{ar 十 (1 一 @)y1a€ [0, 1])SM, 则 说 M 是 X 的 凸 子 集 . 

线性 空间 X 及 其 任 一 子 空间 都 是 凸 集 . 


二 、 赋 范 线性 空间 与 Banach 空间 


定义 4 设 数 域 K 上 的 线性 空间 X 上 定义 有 实 泛 函 下 :X-~~R, 记 
F(x)= |zl， 


车 Vz, yEX, aEK 满足 : 

1 正定 性 : | zj 宇 0, 且 zl = 0Sz= 0; 

2 " 正 齐 性 : Dar =|al zly 

3 三 角 不 等 式 : z+y| 入 1zl 二 1y1， 
则 说 外 zx 是 天 的 范 数 ,(X，|| ， | ?叫做 赋 范 线性 空间 , 简 记 为 X. 通常 称 定义 
中 的 条 件 1 ，2", 3" 为 范 数 公理 . 

在 赋 范 线性 空间 X 中 可 以 定义 距离 

dz y)= lz—yl, Vzr,y€E X. (1) 


易 知 Vzx，y,，z E X, 满 足 : 
(Ddlz,y)= lz—-yl|>0 且 
d(z, ») =0S)zr—y) = 00r= y; 
(2) dl(z, y= zrz—yl = ly—zl =d(y, z); 
3) dlz, y= lzr—yl = lz—z+z—yl 
lz—zl+lz—yl = dz, z)+d(z, y). 

d 叫做 由 范 数 | 。 中 决定 的 距离 . 今后 如 不 特殊 声明 , 赋 范 线性 空间 
(X,e， | ) 总 是 指 按 式 (1) 中 距离 d 而 成 为 度量 空间 . 所 以 ,度量 空间 中 的 所 有 
结果 都 可 应 用 于 赋 范 线性 空间 . 

车 (X, 4d) 是 线性 的 度量 空间 ,那么 4 是 否 是 X 上 某 范 数 决定 的 呢 ? 即 
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1 zl = d(z, 6) 是 否 满足 范 数 公 理 呢 ? 请 读者 自己 思考 . 
例 9 设 数列 空间 S = {{&} 人 C1 | 名 E C} 中 定义 


其 中 一 {6)，y 一 {多 ). 易 验 证 (S, 是 线性 度量 空间 ,但 | z 1 一 d(x, 0) 一 
刀 去 开 不 满足 范 数 公理 2" 因为 当 a 了 0,1 时 lar 天 lal 1 zl 
(Vz. 

因此 ,线性 度量 空间 要 成 为 赋 范 线性 空间 是 有 条 件 的 . 

定理 1 设 (X, 4d) 是 绪 性 度量 空间 , 则 (X， 4) 是 由 赋 范 绕 性 空间 
CX，| 。 1) 决定 的 充分 必要 条 件 是 4 满足 如 下 两 条 件 : 

(1) d(x, y) = d(z—y, 0), Vr,y€EX; 

(2) dlax, 0) =| a|d(z, 09)， VIE X,a€EK. 

证 “必要 性 :因为 dz, 2) 一 |z 一 y 一 901 = dz 一 y 0)， 


dlar, 0) = or 一 外 = larl =|al lzl =|ald(z, 0). 
充分 性 : 令 z= d(z, 6)， 
(1) lzl = dz, pb) 过 0 且 ‖ zl = dr, 0 = 0Gz = 0 
(2) | az | =doz,b) =|ald(z,0) =|al lzl; 
(3) |z 二 yl = dz 十 y，0) =d(r—(—»y),0= dz 一 3) 
委 dz,b) 十 db 一 妨 一 上 zl 十 上 一 > = lzl+lyl, 
故 | zll = d(z, 6) 是 X 上 的 范 数 . 


三 、 赋 范 线性 空间 中 的 极限 


关于 赋 范 线性 空间 中 点 列 的 收敛 性 及 相关 概念 ,只 要 在 由 范 数 导出 的 距离 
d(x, y) = ‖z 一 y| 之 下 来 讨论 ,就 可 得 到 相关 定义 和 结果 . 

定义 5 设 z,zEe(X， |。1) (n=1,2,3,.), 

(1) 若 lim | zx, 一 z+ 一 0, 则 说 {z*} 依 范 数 收敛 于 =, 或 强 收敛 于 z, 简 称 收 
敛 于 z, 记 为 


limz, 二 zx 或 zr(n—> 00); 
(2) 车 Ye > 0, 存在 NN, 使 得 当 m, ”> N 时 都 有 
ln 2 


则 说 {z,} 是 (X，| 。|| ?中 的 Cauchy 列 (或 基本 列 ). 
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定理 2 设 (X，|| "| ?是 晤 范 线性 空间 , 则 

(1) 1 zl 外 是 天 的 连续 泛 函 ; 

(2) 车 z,，zE X,，ze 一 z, 则 { |‖ z.|| ;有 界 ; 

(3) 线性 运算 是 连续 的 , 即 若 zx, x, y,,y € X,4,,AE€K, 且 


Ta 一 工 ， Ja 一 An 一 >A， 


则 
MrT AT, Tr ys >I y. 
证 (1。 1 :CCX，|。，1) 一 R, 若 zz 一 z, 则 |‖ zx 一 z|| ==d(z,, xz) 一 0. 
由 距离 函数 d(x, y) 的 连续 性 知 d(z,, 9)>d(z, p)， 即 ‖ zs 一 zl ,所 以 


1 zl 是 工 的 连续 泛 函 . 
(2) 由 (1) 知 {xz} 收敛 于 z, 则 { zx, | } 收 敛 于 11 , 故 |z, 上 有 界 . 
(3) 由 zi 一 r= 上 GQ 一 Dz 十 A(z, 一 zx) 中 


委 | 1 一 人 | zl +lal lz,—zl 
与 ‖ (zs 十 %) 一 (z 十 2) 1 委 1 zs 一 z| 十 上 一 > 外 及 (2), 知 线性 运算 都 是 
连续 的 ， 
四 、Banach( 巴 拿 赤 ) 空 间 


定义 6 设 X 是 一 赋 范 线性 空间 ,如 果 X 按照 距离 d(x, y) = | zx 一 y| 
是 完备 的 , 则 说 X 是 Banach 空间 . 
例 10 在 下 列 线性 空间 中 分 别 定义 范 数 ， 


CD Er zl = (Deb)!, z= (和 6)E Er 


Ee 

(DPAISpLozl = (D1el)t, z=(6, G6, EL 
ft 

(WNzl = suplél, r= (8, 6 6 EL 

(4) CLa, 5]: | zl = max | z(2) |， ZE Cla, b]; 


; 
C5) Loa, 6]: zl = (fz Tea) ze Lfa, 6]; 
(6) L*[a, 6]: lzlls = inf Bupa | zx(G) 1, xz EL”*[a, 6]. 


m(A)=0 tETa' 


易 证 它们 都 满足 范 数 公理 ， 故 相应 的 空间 都 成 为 峰 范 线性 空间 ,并 且 由 于 它 
们 的 范 数 所 决定 的 度量 空间 都 是 完备 的 . 因此 ,它们 都 是 Banach 空间 . 
今后 车 不 加 说 明 , 仍 分 别 记 为 E*, 2, 1™,， Cla, 5b], L*[a, b], L™[a, 6]. 


例 11 若 在 C[a, 妇 中 定义 1z 让 一 人 1z(o 1 de, 则 (Cla, 避 ，1 .1 
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也 成 为 赋 范 线性 空间 ,但 由 ‖ 。| ,决定 的 度量 
dz y) = 1z 一 > 上 = 人 zc 一 > | dz 
构成 不 完备 的 度量 空间 (C[a, 6], di), 故 CC[a, 站 ) ,| 。 1 不 是 Banach 
空间 
在 赋 范 线性 空间 中 ,由 于 范 数 刻画 了 向 量 的 长 度 ,因此 , 赋 范 空间 中 的 概念 
具有 更 强 的 几何 直观 性 . 
例 12 证 明 : 赋 范 线性 空间 XX 中 的 球 均 是 凸 集 . 


证 设 V(zo, r) 为 X 中 以 zo 为 中 心 , >>0 为 半径 的 开 球 . Vx, y € 
V(zo, 门 . 令 ==oz 十 (1 一 a)y,， 0 人 a 达 1 则 有 


1 z 一 zl = 1oz 十 (1 一 c)y 一 [ore 十 (1 一 a)zo]1 
委 alz 一 zl 十 (1 一 1 y 一 ze 
忆 or 十 (1 一 ar 一 r， 


即 xE V(zo, 7), 故 {ar 十 (1 一 g)y:0 a<1} EV(zo, 7). 
因此 ,V(zo，, 7) 为 凸 集 . 
类 似 可 证 闭 球 V[zo，,r] 也 为 凸 集 . 


五 、 赋 范 线 性 空间 中 的 级 数 


由 于 赋 范 线性 空间 不 但 有 拓扑 结构 ,而 且 有 线性 的 代数 结构 ,所 以 与 一 般 的 
度量 空间 不 同 , 在 赋 范 空间 (X，|| 。 | ?中 可 以 引进 无 穷 级 数 的 概念 . 
定义 7 设 {z,) ECX，|| ， 1) ,无穷 和 式 


Zi 十 Za 十 … 十 ze 十 … 一 Dz, 
2 


叫做 无 究 级 数 , 简 称 为 级 数 
Sy = > 叫做 级 数 已 z, 的 前 N 项 部 分 和 
若 存在 xm € X ,使 得 im Sv 一 mn， 则 说 级 数 ,收敛 于 zs, 且 zs 叫做 级 
数 加 的 和 
着 {Ssj 在 中 不 收 伍 , 则 说 级 数 2 z, 发 和 


定理 3 设 X 为 Banach 空间 ,{z.}SX, 则 级 数 》 ,收敛 的 充分 必要 条 件 
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是 Ve 之 0, 了 N, 使 得 当 加 之 之 N 时 恒 有 | > z,| 一 成立. 


证 必要 性 ; 设 lim > z = 思 , 故 Ye > 0，, 存在 N, 使 得 当 几 > > 时 
恒 有 


2 二 一 z|<< 生 ， 
Ez 


局 = 一 = < 各 

从 而 有 < 对 
| 2 人 | 二 一 二 + 二 一 它 二 | 
<|2a -mltly zl 


€ € 一 
<z+=e 


充分 性 ; 因 Ve 之 0, 存在 N, 使 得 当 六 之 a > N 时 恒 有 | > zi| < es， 即 {z} 


是 Banach 空间 X 中 的 Cauchy 列 , 故 级 数 Fz, 收敛 . 


第 二 节 有 界线 性 算 子 


一 、 有 界线 性 算 子 ( 连 续 线性 算 子 ) 
， 设 X, Y 都 为 数 域 K 上 的 线性 空间 ,A:X 一 Y 为 线性 算 子 ， 
N(A)= {rz€E XI|Ar=0} 


叫做 算 子 A 的 零 空 间 ， 
R(A)= {Ar | x € X}EY) 


叫做 算 子 A 的 值 域 . 
定理 1 设 A:X~>Y 为 线性 算 子 , 则 
(1) A9 = 0; 
(2) N(A) 为 XX 中 线性 子 空间 ; 
(3) 若 A 一 存在 , 则 A !:Y 一 X 也 为 线性 算 子 ; 
(4) A-: 存 在 的 充分 必要 条 件 是 N(A) = (0), 且 R(A) 一 工 
证 (1) 4 = A(00) 一 04 一 0. 
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(2) 设 mi，zENCA)，a, BEK, 必 有 
Alari 十 pr:) = aAzi+BAz;: 一 mo 十 8 = 0, 


所 以 az 十 pz E N(A), 即 NGCA) 为 X 的 子 空间 . 
(3) 若 4 一 存在 ,Vy，y EY, Va, BEK. 3 xz, zs EX, 使 得 4Azi 一 
yi, Ars 一 六， 
由 于 
Alari+Bzr:) = aAzi+BAz: = ay 十 由:， 


因此 
AT'(ayi+pBy2) = ari+Br: = aA™'y +pAT ys, 


即 A- :YX 为 线性 算 子 . 

(4) 必要 性 : 若 A-' 存 在 ,显然 R(A)=Y, 且 A 是 单 射 . 设 z E N(CA), 则 
Ar= 二 9 二 A90, 故 有 z= 0, 即 N(A) = {0}. 

充分 性 :车 N(A) = {6}, 则 由 Az = 0 必 有 xz = 0. 因此 , 若 Azr, = Azs, 有 
4Cz 一 ia) 一 Ar 一 Ar 一 0 故 r 一 zs = 0, 所 以 zl = zz, 即 A 为 X 到 Y 中 
的 单 射 ;又 因 R(A) = Y, 故 A 又 是 满 射 ,从 而 A-'! :Y->X 存 在 . 

定义 1 设 X,Y 都 为 赋 范 线性 空间 ,A:X 一 Y 为 线性 算 子 , 若 3M > 0， 
使 得 


14zly 和 MIlzlx，VzexX， 


则 说 A 是 有 界线 性 算 子 ,否则 说 A 是 无 界线 性 算 子 . 

今后 在 不 致 误会 情况 下 , | Az | y，|| z || x 分 别 简 记 为 Az ，|| xz. 

定理 2 线性 算 子 A:X-~~Y 为 有 界 的 充分 必要 条 件 是 A 将 X 中 任 一 有 界 
集 Q 映 成 为 Y 中 有 界 集 A (0). 

证 必要 性 : 设 0 为 X 中 有 界 集 , 即 有 二 >0 使 得 1zl <K， 
Vx € 0. 因 A 是 有 界线 性 算 子 , 故 有 常数 M > 0, 使 得 


14z1 和 Mlzl 和 MK，VYze0， 
即 AC2) 是 Y 中 的 有 界 集 . 


充分 性 : 令 S={z:1 zll =1, zxE X}) 为 X 中 单位 球面 , 因 S 有 界 , 故 存在 
M 二 0, 使 得 Arl <M, vzrE€S. 


于 是 Vz EX,z 关 0, 有 本 ES' 从 而 有 


1 在 浇 
TeETl4zl 14TzT 1 <™, 
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即 |Arl| <MIzl, Vr#A0, rEX. 

显然 , z = 0 时 上 述 不 等 式 也 成 立 . 因此 ,A 是 有 界线 性 算 子 . 

注意 ”从 定理 证 明 过 程 可 以 看 出 ,线性 算 子 车 能 将 单位 球面 映 成 有 界 集 , 则 
它 必 为 有 界 算 子 . 

由 于 X, Y 都 是 赋 范 线性 空间 时 ,它们 都 有 由 范 数 决定 的 度量 拓扑 ,所 以 可 
以 讨论 线性 算 子 A :X-~Y 的 连续 性 . 

定理 3 设 X,Y 都 是 同一 数 域 K 上 的 赋 范 线性 空间 ,A:X-~~Y 是 线性 算 
子 , 则 下 列 命题 是 等 价 的 : 

(1) A 是 有 界 的 ; 

(2) A 是 一 致 连 续 的 ; 

(3) A 是 连续 的 ; 

(4) A 是 在 某 点 zeE X 连续 的 . 

证 〈1) 一 (2): 因 A 有 界 , 故 存在 M > 0, 使 得 YzEX 有 14zl 和 
Mjlzl. 车 Vz, zzEX, 则 


1 Az, 一 Ar:1 = lA(z—z)l <MI zx — zl. 


故 A 是 一 致 连续 的 . 
(2) 之 (3) 之 (4) 显 然 . 
(4) 二 (1):， 因 A 在 z,EX 连续, 即 rz. 一 ze 时 有 Az, 一 Azo， 
证 明 A 在 9 连续: 
车 zz. 一 90, 则 xz 十 Zo->zo. 
Az,+Azo=A(z, 二 xo)—>Azo(n—>o00), 故 Ar, 一 Azo 一 Azo = 二 9= A0. 


从 而 A 在 9 连续 . 

@ 证 明 A 有 界 : 

假设 A 无 界 , 则 Yn, x,EX, 使 得 

1 Az > al zx Ao. GD 
Tn 

令 iy EM 
则 加 11 =lim 动 一生 =0， 即 .一 0 
因 A 在 0 连续 , 故 有 Ay, -= A9 = 0. (2) 

另 一 方面 ,由 A 的 线性 性 和 式 (1) 有 

™ Za _ Az nlzll 
Ia = 44 一生 > 于 于 =1 


这 与 式 (2) 式 矛盾 . 
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从 而 A 有 界 . 

二 、 有 界线 性 算 子 空间 

设 A:X>Y 是 有 界线 性 算 子 , 则 存在 M> 0, 使 得 VzE X 有 | 4Az1 过 
M1z1. 因此 (省 矢 上 1 = 六 人 是 一 个 以 M 为 上 界 的 有 界 数 集 , 故 它 有 有 限 
的 上 确 界 . 

定义 2 设 A:X 一 Y 是 有 界线 性 算 子 ,| A1 = sup 上 站 叫做 A 的 


Tz 
范 数 . 

显然 | A | 是 一 个 有 限 数 . 
定理 4 设 A: X-~Y，B:Y~~Z 都 是 有 界线 性 算 子 , 则 
WIArI<IANIzI, YzeXi 
C2) 141 = syp,lArl = sye, lArl; 
(3) TBAI < 1BIIAN. 
证 (D 因 1Al = swp lL >1Eel, vzz0, 


故 Az < Al lzl. 
WEA ET 1 


| 


< SP， 1 4y 1 < Ye 1al yl 
<sup Al = 1Al, 
hylel 


所 以 141 = sp 1 Arl = (syp, | Azll. 


(3) Vz EX 有 BAzl| < BIN1ArI| < BI1IAI zl , 故 


和 <1B1 AN， 从 而 


| BAz | 

Tz 
例 1 (1) 全 等 算 子 1: X 一 X，Iz=zx， YrE€X; 
(2) 零 算 子 O: X 一 Y， OQr =0,， YrE€EX， 

则 I 和 0O 都 是 线性 算 子 , 且 


1B41 = sup 


入 18I141. 


7H = sup 和 | -sw = 


Ms 


注意 由 Al =1 不 能 判定 A= 了 ,但 是 ,由 Al 一 0 可 以 判定 A 一 0 
例 2 设 {e1, es，…, e,) 是 EE 的 一 组 基 ,{e1, el,，…, e%} 是 E” 的 一 组 基 . 


则 Al:E" 一 E" 为 线性 算 子 的 充分 必要 条 件 是 31 A 二 ai )wx ,使 得 
y= Ar = (a )nxaT, 


其 中 z= (8 6,6) EF, y= (mn, p,m) EPE 


证 充分 性 : Vz E E" 可 惟一 表 为 z 二 六 6ej。，VYy E Er 可 惟一 表 成 y 一 


Pe 


DP ne 


| 


记 Al:E" 一 E”" ,对 应 由 式 (3) 决 定 . 
显然 ,A, 是 线性 算 子 . 


必要 性 : Aej € E"G = 1 2， 站 , 则 hi = 2 one =1, 2， 
各 


Aei = anei 十 azne? 十 … 十 ame， 
人 一 anne1 十 azne2 十 … 十 amnew. 
玫 Az =A(Dee)= 六 sae 
-ee 


Pet i jl 


令 n= Sa,, i= 1, 2, ,Mm. 


ji 


办 an aa … an] 人 名 
六 an az … am||& 

其 有 2 一 | ， | 一 |。 ~. 。| | .|= (as )mmz。 
加 am adn “amn)l& 


(3) 


…, 7), 即 


注意 (1) 在 有 限 维 线性 空间 中 ,如 选 定 基 后 ,线性 算 子 和 矩阵 是 相对 应 的 . 


(2) 矩阵 是 线性 算 子 的 最 直观 模型 . 


(3) 设 (e1 ,es，…，, e,) 是 E" 中 一 组 基 , 基 选 定 以 后 , 则 f:E" 一 R 是 线性 的 充 
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分 必要 条 件 是 3 (a1，as，…，a,) wa 使 得 f(z) 一 六 ai6 ,其 中 


各 
工 一 (6 6) EE. 
例 3 在 Cm[0, 1] 上 定义 范 数 ‖ zx = max | (2) 1， 则 微分 算 子 


证 Db 3 
D=: CY[0, 1]— CL, 1] 


是 无 界线 性 算 子 . 
证 显然 ,D 是 线性 算 子 ,下 面 利 用 定理 2 来 证 明 D 是 无 界 的 . 
取 z, 二 有 zx, 有 二 max | zx,(D) | 一 max Ir |= 1. 但 是 


| Dz, 上 = max | x0) |= max | m™ |= n. 
ose<1 ose<1 
因为 {z,}m 是 C”[0, 1] 中 的 有 界 集 ,而 {Dx}! 是 CL0，1] 中 的 无 界 
集 , 则 1 Dz,l =n* Dl zl = 1 D1， 
所 以 D:C"[0, 1]>C[L0, 1] 是 无 界线 性 算 子 . 
注意 若 在 C"”[0, 1] 中 定义 zx = max | z(CD) I+max | z' (2) 1, 则 易 证 
D:CV [0, 1] — CLo, 1] 


是 有 界线 性 算 子 . 
定义 3 设 X, Y 是 赋 范 线性 空间 , 记 B(X, Y)={A|A:X>Y 是 有 界线 性 
算 子 }. 如 果 A, BE B(X, Y),aeK,VzEX 有 
(A+B)zr = Ar+Bzr, (aA)zr = aAr, 


且 定义 1 41 = syB， 1 4Az |, 则 说 BCX,Y) 是 X 到 Y 中 的 有 界线 性 算 子 
宇 间 

1. B(X, Y) 是 线性 空间 . 

(1) YA, BE B(X,Y), Va,BEK, Vr€EX,yEX, a,bE€EK. 
易 证 (aA 十 8B)(ar 二 by) = alaA 十 有 B)z 十 boA + BB)y. 

(2) 有 界 性 : YA, BE B(X, YY), 因为 

(A+B)zl| = 14z 十 Br 和 lahzl 十 1Bzll 
<(141+1B121zl，VYVzrexXi 
| ea)zl =loAzl =|lal Arl <lal |Al lzl, 

所 以 YA, BE B(X, Y), 有 A 十 B,aA 有 界 . 

故 A 十 B, aA € B(X, Y) ,于 是 B(X, Y) 是 线性 空间 . 

» -139 % 


2. 141 是 BCX, Y) 上 的 范 数 . 
(1) 因为 Al 宇 0, 且 


141 = syp,lArl =0%1Arl =0 
SAr = 0SA=0O0. 


(2) NoAN = svp, loAzl -ll svp,l Azl =|el IAl. 
C3) NA+BI = svp, CA+B)zl < syp,Cl Azl + lBrl) 
.< sop, 4Az1 + sp, Bl = A + BI. 


故 BCX, Y) 是 赋 范 线性 空间 . 

特别 地 , 当 工 一 和 时 , 记 B(X, X) = B(X). 

定理 5 车 Y 是 Banach 空间 , 则 B(X, Y) 是 Banach 空间 . 

证 设 {A,) 为 BCX,Y) 中 的 Cauchy 列 ， 

(1) Ye 二 0, 3N, 当 mm 二 n> N, 有 1A。 一 A 上 二。, 于 是 固定 x E€ X, 有 

NA.z—Azl < lA.—Allzl <elzl. (4) 

于 是 {A,z) 是 Y 中 的 Cauchy 列 , 因 为 Y 是 Banach 空间 ,所 以 3 Ar E Y, 使 得 
lim Avz 一 Az. 下面 证 A 是 线性 算 子 . 

Vr, zr: € X,a, BE K. 因为 

Alari + Bes) = lim A,Cor1 + prs) = lim (chsri 十 Aszi) 
= aAzi 十 64z:. 

故 A:X-~*Y 是 线性 算 子 . 

(2) 证 明 :A, 一 AEB(CX,Y). 

在 式 (4) 中 , 令 m->oo, 由 范 数 连续 性 ,有 


lAz—Azrl <elzl, VrE€EX,n>N. 


即 上 二 各 下 <e 于 是 14. 一 A1 <e, Vn>N, 所 以 A. 一 A 有 界 , 且 


A, 一 A 线性 , 故 A, 一 AEB(X,Y). 

(3) 因为 A= (A 一 A,) 十 A,， 

lAzl <1A-Al lzl + lAl lzl < M+M) lzl, 
其 中 A 一 A 和 Mi，1 A < M:, 所 以 AEB(X, Y), 

因为 Yn>>N, A, 一 Al <e, 所 以 limA,=A. 


三 、 共 鸣 定 理 


定义 4 设 A,AEEBCX,Y),n 一 1,，2,，… 
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(1) 车 lim 上 4, 一 A 1 二 0, 则 说 {A,} 按 范 数 收敛 于 A, 或 说 {A,} 一 致 收敛 


A 
(2) 车 对 任 一 固定 的 x E X, 有 lim | A.x 一 Az 上 二 0, 则 说 (A,} 强 收敛 于 


A, 记 为 (S) lim A 一 A 或 A, —A. 
定理 6 A,, AE BCX, ,n=1,2, 0, lim| A 一 Al =o=4, 
A. 即 :一 致 收 化 之 强 收 全 : 
证 因为 A, 一 A 一 0, 于 是 对 WzEX, 有 
lA.z—Azrl < lA,—Allzl 一 0， 


所 以 A, 一 A. 

但 强 收 敛 不 一 定 一 致 收敛 . 

例 4 A: P=L, Vr= (6 6&6) EL 定义 hz 一 (Sr， 
+2，), 则 


(DA EBE), Az = | 6 SDIél = zl); 


台 
(2) A, -0) 
事实 上 , Yz E 呈 有 2711 < 十 oo, 从 而 lim 1&1? 一 0, 于 是 limé& 一 0， 


1zl = (iG) 有 1Az—ol = Az = Isl 0. 


ie 对 1 


(3) 但 是 ,1 A. 1 = sqp ,1 Auz 1 = 1，1 01 = 0. 于 是 
14, 一 ol = 14.1 =1Ao. 


注意 若 1 A, 一 A 一 0 (A., AE BCX,Y)), 则 {A,} 是 B(X,Y) 中 的 
有 界 集 , 即 习 M>0, 使 得 sup14, | < M， 说 {A,) 是 一 致 有 界 的 线性 算 子 序列 . 


事实 上 ， 
14.1 <1A.—Al+lAl <e+ lA <1+1Al = M. 


在 许多 数学 问题 中 ,人 们 经 常 遇 到 的 不 只 是 单个 的 线性 有 界 算 子 ,而 是 一 族 
线性 有 界 算 子 ,并 需要 讨论 这 一 族 线性 有 界 算 子 在 什么 条 件 下 一 致 有 界 , 共 鸣 定 
理 回 答 了 这 个 问题 . 

定理 7 〈 共 网 定理 ) 设 X 是 Banach 空间 ,Y 是 赋 范 线性 空间 , {(A. | cE 人 } 
CBCX,Y), 则 {1 4.| lceA} 有 界 的 充分 必要 条 件 是 VYzEX,{11Az 11 
a € 和} 有 界 . 
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证 必要 性 :由 {114.1 1aEA} 有 界 , 则 存在 M>0 使 VeEA, 有 
1 4.1 <M. 
YzExX(z 固 定 ), 有 


14zl 委 14.11zlsMlzl， YaEA， 
即 {14z1 1aE 人} 有 界 . 
充分 性 :用 反 证 法 , 设 sup A. 1 = 十 oo, 则 可 证 在 任何 闭 球 上 , {Az | 


| a E 人 ) 都 无 界 . _ 
事实 上 , 设 { | 4.z | |ae A} 在 闭 球 瑟 (zu, 力 上 有 界 , 即 1 Auz 1 < M= 


常数 ,Vx E BCzo,7),a E 人 都 成 立 . VyE X,y 关 9, 令 zx 二 TT + 
则 z € Blzo, 办 ,从 而 Az 入 M, 即 


Pa 
ll TyTe” +Azo 1 入 M. (4) 
由 假设 sup 上 Auz。 | = Mo < 十 co, 从 而 由 式 (4) 得 


1Ay1 < yl， 


由 y EX 的 任意 性 ,得 1A.1 < 装 沁 地 <+ ,这 与 sup A. | 一 co 相 


矛盾 . 
在 X 中 任 取 开 球 B。 = Bolz。o, yo), 由 于 {上 Axl |aE 人 } 在 B。 上 无 
界 , 则 存在 A 及 zi € Bo, 使 | Aizi 上 >1, 由 A 的 连续 性 , 则 有 开 球 B= 


B(xis 7) C Bs 使 Aizl >>1, Vz E Bi 这 里 可 取 < 去， 

再 由 {上 4x ll le 人 ) 在 Bl 上 无 界 , 则 存在 As 及 zs € Bi ,使 | Asxs | 
>2. 

由 As 的 连续 性 , 则 有 开 球 B, = Bi(z;, %) C Bi 使 | Aszl >2, VxE€ 
B,, 且 7 < 


继续 以 上 作法 ,可 得 有 界 算 子 列 {A,} 及 一 申 闭 球 {B,},B, 满足 :B, 可 
>… 忆 二 …,y, 一 0, 且 有 Az 之 n, Vz EB, n=1,2,3…. 由 于 
X 是 Banach 空间 , 故 存在 惟一 点 +" E 人 BB, 从 而 | Asz* 上 之 n,n 二 1,2， 
3，… 这 与 对 每 一 个 固定 的 = E X， sup ‖| A.z || 有 界 相 矛 盾 . 

注意 共鸣 定理 告诉 我 们 ,为 了 证 明 线性 有 界 算 子 族 {A. | a € 人 } 一 致 有 
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界 ,只 需 证 明 对 Banach 空间 X 中 的 每 个 z,{A.z | a € 人 } 在 立 中 有 界 即 可 . 因 
此 ,共鸣 定理 也 称 为 一 致 有 界定 理 . 
推论 1 车 XX 是 Banach 空间 , A,, A E B(X, Y), 则 当 A。 一 A , 必 有 


supl 4。 | < 十 co. 


四 、 下 有 界线 性 算 子 与 等 价 范 数 


定义 5 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,A:X-~Y 是 线性 算 子 , 若 3C > 0, 使 得 
14zr1 宇 Clzl,YxE€XX, 则 称 A 是 下 有 界线 性 算 子 . 
例 5 设 X 是 赋 范 线性 空间 , AE B(X)，3AE K, 满 足 |141>> Al, 则 
2 并 一 A 是 下 有 界线 性 算 子 . 
证 VzEX' 有 
1 一 4A)zl = lz 一 Ar > lxrl lArl 
=|4| zl -lArl| = 1AIN) lzl. 


例 6 设 Co[0, 1] = {rE€cv[o,1]|zx(0)=z()=0), |zl = 
| 
max 1z0) 1, 则 D = :CL 1] — C[0, 1]. 


显然 D 是 无 界 算 子 , 但 D 是 下 有 界 的 . 

取 z(t) = sinnxt, {sinnxt) CCo[0,1] 有 界 . 但 DCsinmrt) = {nncosnnt} 
是 CL0, 1] 中 的 无 界 集 . 

另 一 方面 , Y zx € Co[0,，1]， 


lz 1= | 


= | Dz | ,ze Co, 1]. 


< max 
o<r<1 


故 上 外 pzl 站 zll = max | (2) |, 即 DD 下 有 界 . 

定理 8 (下 有 界线 性 算 子 特征 )A:X 一 Y 为 下 有 界线 性 算 子 , 则 A™' € 
B(R(A), X). 反 之 ,A:X 一 Y 为 线性 算 子 , 且 A"' E B(R(A), X), 则 A 是 下 有 界 的 . 

定义 6 X,Y 是 K 上 赋 范 线性 空间 ,车 3HE€ B(X, 7), 且 HE B(Y, X)， 
则 说 及 是 X 到 Y 上 的 拓扑 同 构 映 射 ,X 与 Y 拓扑 同 构 . 

定理 9 设 太 : (X, 上 .上 ) 一 (Y,， .| ) 为 线性 算 子 , 则 互 为 拓扑 同 构 
映射 的 充分 必要 条 件 是 日 是 满 射 , 且 了 pm , pe > 0, 使 得 VYz EX, 有 pz 
< lH <plzl. 
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定义 7 设 上 | .|| 与 | :是 XX 上 的 两 个 范 数 , 若 恒 等 映射 1:(X, | * |) 
一 (X，|， 2) 是 拓扑 同 构 映射 , 则 说 | | 与 1 。 ||: 是 XX 上 的 等 价 范 数 . 

定理 10 1 .1 ，l|| 。 中: 是 X 上 的 范 数 , 则 上 .| 与 上 」 。 ||: 等 价 的 
充分 必要 条 件 是 3j ,pm >0，YzEX, 有 


mlzli< lzl:<mlzl. 
例 7 RE 上 的 东 6 数 上 由， 中 |:，| 。|| -等 价 ,其 中 
lzli=D el, lzl:= (Die)t, 


lzl|s = max | & |. 
1<ic 


证 YVzEE， 


zl = maxlél< 2 18|= zl 和 zlzl-， 
下 二 一 


1z1 -一 max15l<( 袜 161 半 = zl <valzl., 


所 以 。 ，|。 外 = ，|。， 1: 相互 等 价 . 
定理 11 有 限 维 赋 范 线性 空间 X 上 的 线性 算 子 都 是 有 界 的 . 
证 设 dimX =n, XX 的 基 为 (el, e:，*…, e,). 


A:X>Y 线 性 算 子 ,Yzx E X, 有 z= ge 


Az =A(Dee)= Dae EY, 
于 是 IAzl < FleAel = 1sl lael 


委 (| 5 ltg | 十 … 十 | 各 1) max | Ae; |. 
lSicn 


设 f;: XK 线性 泛 函 ,满足 : 


0 当 i 关 j 时 ; . 
fe =8 = 当 i 二 j 时 ， i, j=1,2, ,nn, 
则 Vz = Dee EX 有 fID = 六 Sa) 一 人 


i=1 I 


易 验 证 fi; 连续 ,由 本 章 第 二 节 定 理 3 知 f; 有 界 ,i 二 1, 2,…，, n. 于 是 VXEX， 


181=|Az) 1= 1fDN < 1FlN lzl, 
sa0 2 


所 以 1 hz CA++ 上 fp 十 十 上 fz max | Ae;l 
= Mjlzl. 


于 是 A € B(X, Y). 

定理 12 ”有限 维 空间 X 上 的 范 数 都 等 价 . n 维 实 ( 复 ) 赋 范 线性 空间 都 与 
E"(C") 拓 扑 同 构 . 

推论 2 有 限 维 赋 范 线性 空间 X 必 为 Banach 空间 , 且 与 了 拓扑 同 构 . 

推论 3 研 范 线性 空间 的 有 限 维 子 空间 必 为 闭 子 空间 . 

Riesz 引 理 : 

设 忆 是 赋 范 线性 空间 X 的 真 闭 子 空间 则 Ye > 0, 0 二。 二 1 必 存 在 
Zo E X, 使 得 zo =1, 且 d(xo, E)>>e. 

定理 13 赋 范 线性 空间 X 是 有 限 维 的 充分 必要 条 件 是 X 中 紧 集 等 价 于 有 界 
闭 集 . 


第 三 节 ”有 界线 性 泛 函 与 共 配 空间 


一 、 共 斩 空 间 

定义 1 设 X" = B(X，K) 是 X 上 全 体 有 界线 性 泛 函 所 组 成 的 赋 范 线性 空间 . 

JEX'，| .= sup tf = sup, 1f(z)1= ,SB， | f(z) |, 
则 称 X' 为 赋 范 线性 空间 X 的 共 亏 空间. 

例 1 fiClas WIR, Ca 一 | zdd, ze Cla, ,Nf Ee (Cra, 0) , 


且 fl 一 2 一 2. 
证 (1) 显然 了 是 线性 泛 函 . 
(2) Vx € C[a, 6], 


1f(z)|= [zols [zDD | dr 
委 (一 a) max | z(t) |= (6—a) zl|. 
2 
故 了 有 界 ,从 而 fe (Cra, 56)" 且 Lb-a, 则 71 <5-a 
另 一 方面 , 取 z(t) 三 1 二 zol =1, 且 


0<6—a= zdd=l fd I< HF Nal = Il, 
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所 以 f=b 一 a. 
定义 2 设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,A:X>Y 为 线性 算 子 , 若 
(1) A 是 满 射 ; 
(2) A 是 保 范 的 , 即 上 AX = | zl, VzrE€X， 
则 说 A 是 X 到 Y 上 的 保 范 同 构 映 射 . 
车 X 与 Y 之 间 存在 保 范 同 构 映射 , 则 说 X 与 Y 是 保 范 同 构 的 . 


二 、Hahn-Banach 定理 


X 上 是 否 一 定 存在 非 零 的 有 界线 性 泛 函 ? 这 是 泛 函 分 析 中 的 最 基本 问题 . 

定理 1 〈Hahn-Banach 延 拓 定理 ) 设 M 是 赋 范 线性 空间 X 的 子 空间 , fE 
M" , 则 f 可 以 保 范 地 延 拓 到 整个 空间 X 上 , 即 3FEX*， 

(DD F(z)= f(z), YrE Mi 

2) FN = fA. 

定理 2 X 是 赋 范 线性 空间 ,MM 是 X 的 子 空间 , zo。E€ X, 且 d(zo，M) = 4 
0, 则 3f E X" ,使 得 

() f(z)=0, Yr€E Mi 

(2) fzx0) = d; 

(3) [fl =1. 

证 (1) 令 M = {zt+aro|zxE€EM,aE KK}, 则 M, 是 XX 的 子 空间 ,并 且 x 
攻 M, Mi 局 M( 因 为 zo。€ M 时 d(zo, M) = 0). 

再 令 fo: Mi 一 KK, fo(z 十 aro) 二 ad，Y x 二 aro € Mi, 则 fo 是 线性 泛 函 ， 
且 folzxo)=4d, fo(zx)=0, Yr€EM. 


由 zx € M, M 是 X 的 线性 子 空间 可 知 一 xz E M, 于 是 |z 一 (一定 
d(xzo，M) = d. 所 以 


| PCz+aro) |=|lald<la lz — (= 到 


=lelles ts)= ler tzl, 


| PCz 十 azo) | 
省 Taro tz 


因此 fo 三 1, 即 fo 是 M, 上 的 有 界线 性 泛 函 , f。€ MT . 
另 一 方面 ,由 d = d(zo，M) 定义 ,Yn,3zx,€ M, 使 得 


1, 


Iz.—zl <ad+l. 
n 
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lfoll lz mzol Dfolz—z)) =I—d|=d, Vn. 


d d 
于 是 Lea iy sy 


所 以 及 中 之 1, 从 而 1f。1 二 1. 因 所 是 M 上 的 有 界线 性 泛 西 ,再 用 Hahn- 
Banach 定理 ,/, 可 保 范 延 拓 成 X 上 的 有 界线 性 泛 函 / EX， 

(1) f(z)= fo(z)=0,7EM; 

(2) folzxo) = f(zo) 一 di 

WMA = AL=L. 

三 、 弱 收敛 

定义 3 设 z,zo€ (CX, 1 1),VfE X"， 有 lim f(x) = f(z0). 
则 说 {z,} 弱 收 全 于 zo, 记 为 lim z, 一 一 zo 或 一 zo 

定义 4 设 f,, fo€X'， 

(DD) 着 lim 上 一 扩 吓 二 0, 则 说 {f.} 强 收敛 于 万, 记 为 


lm 一 所 或 /一 f/。 
(2) 著 limf,(z) 一 万 (z)， YE X, 则 说 { 矿 } 弱 "收敛 于 户 , 记 为 lim 
一 或 ,fh. 
定理 3 《〈 弱 收敛 的 性 质 ) 设 z,, zo € (X，| 。 1)， 


(1) 设 {z,} 弱 收敛, 则 其 弱 极 限 z。 是 惟一 的 ; 
(2) 车 {z,} 弱 收敛, 则 {z。} 在 X 中 有 界 , 即 { | zx, | } 为 有 界 数列 ; 


(3) z, 一 ~zu 的 充分 必要 条 件 是 { 上 x, |‖| } 为 有 界 数列 , 且 对 X* 的 稠密 子 
集 M 上 每 个 元 素 f 都 有 lim fxs) = fz0), 


第 四 节 ” 闭 图 像 定理 与 有 界 逆 算 子 定理 


设 X, Y 是 K 上 的 赋 范 线性 空间 ,在 XXY 上 定义 如 下 线性 运算 : 
VI, x1, Xx: € X, y» 1 y EY, 
(Zz1» W1) + za, y2) = (Ti x2, Hy2), 


a(z, y) = (ar,ay), Va€EK. 
*。]143。 


hoz, DH = z+ yl i, 1<p<+%. 


则 易 证 ,(XXY，|| 。 | ) 是 赋 范 线性 空间 ,简称 X 与 了 的 积 室 间 . 

定义 1 设 X,Y 为 赋 范 线性 空间 ,A:D(A) CC XY 是 线性 算 子 , 且 D(A) 
是 X 的 子 空间 , 若 A 的 图 像 Graph(4) = {(z, Ar) | zE D(A)) 是 XXY 中 的 
闭 集 , 则 称 A 为 闭 线性 算 子 ,简称 闭 算 子 . 

注意 〈1) 线性 算 子 不 一 定 是 有 界 的 . 

〈2) 有 些 无 界 算 子 是 闭 算 子 . 

定理 1 线性 算 子 A: D(A) CX 一 了 是 闭 的 充分 必要 条 件 是 Y{z,} 己 
D(A), 著 xz, 一 zo, 且 Ar, -> yo, 则 必 有 zo€ D(A) 且 Ar。 = yo. 

证 必要 性 ;A 是 闭 算 子 , 则 Graph(A) 是 XXY 中 的 闭 集 ; 

由 zu 一 zo， Ar > yo 和 (zs, AT,) 一 (xo, yo). 

充分 性 ; VY (xo, yo) € GraphCA), 下 证 (zu，y) € Graph(A). 

3zx,€ D(A), 使 得 (zx,，Az,) 一 (zo, yo), 即 ,一 zo，Az, 一 yo. 由 条 件 
知 ze E D(A), Azr。 = yo， 从 而 (zo, yo) = (zxo, Aro) € Graph(A). 

所 以 Graph(A) 是 闭 集 ,A 是 闭 算 子 . 


例 1 微分 算 子 D 二 各 :Cm[0,1](C C[0, 1]) 一 CL0, 1], 由 本 章 第 二 节 


例 6 知 ,D 是 无 界线 性 算 子 ,但 D 是 闭 算 子 . 

证 设 {z,) CC[0, 1], 使 得 zs 一 zo， Dz, 一 yo. 这 里 显然 是 [0, 1] 上 
函数 序列 的 一 致 收敛 . 

vite [0,1], 


-和 
[edc= | 各 下.odr 


一 io| Sar 


o 


= limLz, (2) —zx.(0)] 
= zo lt) — zo (0). 


于 是 mm(D) 一 an(0) 十 | CoDdr 由 zu(D 二 yD 知 zolD) € Cm[0, 1], 并 且 


Dz'。 = yo 由 定理 1 知 D 是 闭 算 子 . 

定理 2 〈 闭 图 像 定理 ) 若 X, Y 是 Banach 空间 ,4:X-~~Y 为 线性 算 子 . 则 A 
有 界 的 充分 必要 条 件 是 A 是 闭 算 子 . 

注意 ”判定 线性 算 子 连续 性 (有 界 性 ) 转 为 判定 闭 性 更 容易 . 因为 线性 算 子 
A:X-~Y, 对 下 面 三 条 
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(1) zs 一 zoi (2) Ar. > yo; (3) yo 一 Aro 
若 判 定 A 在 re 连续 , 则 需 由 (1) 推 导出 (2) 和 (3). 若 判定 A 闭 , 则 由 (1) 和 (2) 推 
导出 (3). 

定理 3 〈Banach 有 界 逆 算 子 定理 ) 设 X, Y 是 Banach 空间 ,A:X->Y 是 有 
界线 性 算 子 , 且 为 双 射 , 则 A™' € B(Y, X). 

证 因为 A:X-Y 是 双 射 的 有 界线 性 算 子 . 则 4 :Y-~>X 存在 且 是 线性 算 子 . 

下 证 A 一 是 闭 算 子 : 

事实 上 , y,,，y。E Y, 若 y, 一 yo 且 A'y, 一 zo, 由 A 连续 知 A(A-!y,) -> 
Azo，, 即 y, -> Azro, 故 yo = Aro (度量 空间 中 极限 惟一 ), 即 z = A-'y。E€ X. 由 
定理 1 知 A- 是 闭 算 子 . 由 闭 图 像 定理 知 A-: 有 界 , 所 以 A-: € B(Y, X). 

推论 1 X,Y 是 Banach 空间 ,A:X->Y 是 单 射 的 有 界线 性 算 子 , 则 A 的 值 
域 R(A) 是 Y 的 闭 子 空间 的 充分 必要 条 件 是 A 下 有 界 . 

“证 必要 性 : 设 R(A) 是 Banach 空间 Y 的 闭 子 空间 , 故 R(A) 是 Banach 空 

间 , 由 本 节 定 理 3 知 A™'E€ BC(R(A),X). 

再 由 本 章 第 二 节 定 理 8 知 A 是 下 有 界 的 . 

充分 性 : 设 A:XY 是 下 有 界 的 有 界线 性 算 子 , 故 3C>>0, 使 得 Cl zj 过 
14z1 和 1411zl，YzeX. 由 本 章 第 二 节 定 理 9 知 X 与 R(CA) 是 拓扑 同 
构 , 从 而 X 与 RC(A) 有 相同 的 完备 性 . 

由 XX 完备 可 知 R(A) 完 备 , 从 而 RC(A) 是 Y 的 闭 子 空间 . 


第 五 节 紧 算 子 


定义 ” 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,A:X 一 Y 是 线性 算 子 ,车 VM CX 有 界 ， 
有 ACM) CY 中 列 紧 , 则 称 A 是 紧 算 子 (或 全 连续 算 子 ). 

注意 《1) 线性 算 子 A:XY 是 紧 算 子 的 充分 必要 条 件 是 A(V[9, 1]) 是 
Y 中 列 紧 集 ,其 中 V[9, 1] = {z | 1 zl 三 1) 为 X 中 单位 闭 球 .A 是 紧 算 子 必 
有 A 是 连续 的 ,反之 未 必 . 

(2) AE B(X, Y) 是 紧 算 子 的 充分 必要 条 件 是 X 中 任 一 有 界 点 列 {z,}， 
{Az,} 总 存在 收敛 子 列 . 

(3) 着 A € B(X, 了 ), 且 dim R(A) < 二 co, 则 说 A 是 有 限 秩 算 子 ,有 限 秩 
算 子 A 必 是 紧 算 子 ,其 中 dim R(A) 表 示 R(A) 的 维 数 . 

事实 上 , 若 A 是 有 限 秩 算 子 , 则 R(A) 是 Y 的 有 限 维 子 空间 . 对 X 中 任 一 有 
界 集 M, A(M) 是 R(A) 中 的 有 界 集 . 而 R(A) 有 限 维 ,所 以 ACMD) 是 列 紧 , 故 A 是 
紧 算 子 . 

结论 :X, Y 是 赋 范 线性 空间 , dim X 一 十 co, 线性 算 子 A;:X~Y 必 是 紧 算 子 . 
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例 人 恒 等 算 子 1:1 一 7? 不 是 紧 算 子 ,而 是 线性 算 子 . 

令 M= {el}r1l, e, = (0,0,…, 1,0,…). 则 

(1) M 是 中 的 有 界 集 ; 

(2) 若 AE B(X, Y),BE€ BC(Y, 2Z), 且 A, B 中 有 一 个 是 紧 算 子 , 则 BA 是 


紧 算 子 ， 
(3) 当 Y 是 Banach 空间 时 ,C(X, Y) 是 Banach 空间 . 


第 六 节 ”压缩 映射 定理 


一 、 压 缩 映射 定理 


定义 1 (1) 设 F:X-~X, 若 3z” EX, 有 F(z*)==zx*，, 则 说 zx* 是 下 的 一 
个 不 动 点 . 

(2)(X，, d) 是 度量 空间 , 30 过 上 一 1, 使 得 Yz，>E X, 有 

d(F(z), F(y)) < kd(z, y), 

则 说 F:X-~>X 是 压缩 映射 . 

注意 〈1) 压缩 映射 是 连续 的 . 

(2) 一 般 映 射 未 必 有 不 动 点 , 若 有 也 未 必 惟 一 . 

定理 1 〈Banach 压缩 映射 原理 ) 设 (X，d) 是 完备 度量 空间 ,F:X-~X 是 压 
缩 映 射 , 则 3| z”E X, 使 得 F(x" ) = xz*. 

证 (1) 存在 性 : Yzo E X, 令 zz = F(zo), zx = F(z1), ,x 一 
F(x。-1), 下 证 {zx,} 是 X 中 的 Cauchy 序列 . 

事实 上 ,由 d(zm, z,) = d(F(z,), F(z 1)) 

hk(z, Im) SS kd(r, ro), 


故 当 wn 时 ， 
d(zn, Ts) = d(F(zm1), F(T)) < hd (zn, Za) 
Skid(za-s, Te2) SC Ckrd (zm, Zo) 
Sh [d(xzos Teei) T+ d(Topls Tnee) 二 "二 d(Cz1, zo)] 
kk 二 kr 十 十 和 十 1Jd(zi, zo) 


.1 一 名 
工 一 


人 


如 dm zo) < TE rz), 


由 0 <k<1 和 lim Tjd Cm, mm) = 0. 
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故 {z。} 是 X 中 的 Cauchy 序列 .而 由 义 完 备 知 3x* EX, 使 得 lim z 一 并 

又 由 下 连续 知 lim z+ 一 lim F(z,) 一 F(z*) 一 并 

(2) 惟一 性 :车 3x" ，y” EX, 有 F(z*) = 二 z*' ,Fly*) 一 y". 则 

d(xz°,y°) = dF(z), F(y*)) < hd(z', y°). 

而 0 入 &<1 知 dr， y") 王 0, 故 zx" = y". 

注意 〈1) 在 完备 度量 空间 中 ,可 用 迭代 法 求 压缩 映射 不 动 点 . YV x。E€ X， 
令 z 二 Fz) bn 二 1,2，…). 其 误差 d(z,，z*) < 了 dC zo). 

(2) 定理 1 中 XX 的 完备 性 与 下 的 压缩 性 是 不 可 缺少 的 条 件 . 

定理 2 (X, d) 是 完备 度量 空间 , 且 F" 二 下. F…F: X -> X 是 压缩 映射 
则 F:X-~~X 有 惟一 不 动 点 zx". 

证 (1) 由 定理 1, 3| xz" € X, 使 得 F(zx*) = zx ,由 到 (F(z*)) 一 
F(x") = FCF"(z')) = F(z') 知 F(z' ) 也 是 Fr 的 惟一 不 动 点 . 

故 z' = F(z*), 即 zx* 是 下 的 不 动 点 . 


(2) 车》 =FO9) 则 FGy*)= FF(y'))=PFm(y) = =y', 
由 严 " 的 不 动 点 的 惟一 性 知 z” 一 》” ， 
二 、 应 用 举例 


例 1 (方程 的 实 根 的 存在 性 ) 设 :R 一 R, 且 F(z) 在 R 上 可 导 , 并 满足 
| F(x) | 过 a 二 1, 则 方程 F(z) = z 存在 实 根 . 
证 ”由 中 值 定理 知 | F(z) 一 F(y) |=| Fe(Cz 一 J) |<a|z 一 y1, 其 中 
在 zx 与 y 之 间 , 即 
d(F(z), F(y)) < ad (zx, y), 0<a<l. 


故 下 是 压缩 映射 .于 是 由 R 完备 知 方程 F(z) = xz 有 惟一 解 z*. 
VY xo ER, 令 z = 二 F(z,1), 则 得 近似 解 x, 的 误差 估计 : 


az， z°) < TEsd Fr), Zo). 


即 [mz [SI 1 Fe) — zl. 
= 


例 2 所 积分 方程 PD) 一 f(2) +2] (t，r)ZCr)dr， (1) 


其 中 k(t, tr) 是 矩形 域 A = [a, 6] X [a, 5] 上 连续 函数 ; f(z) € C[a, 56] 县 
VtE [a,b] 有 
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『 Ik, 1) | dt < M<+coi 


而 =(2) 是 未 知 函数 , 则 方程 (D) 当 | 4 |< 起 时 ,有 惟一 解 2 € C[a, 扫 ]. 


证 令 Tz=f(D+4] te Dz(rdr, 则 TC[a, JC[a, 6]. Vz, y€ 
CLa, 65] 有 
d(Tzr,Ty) = max | Tzr(t)~— Ty(t) | 
tE[a, 可 


b 
f(t) +2f te， rndr— f(t) —2f ke, r)y(r)dr 


= max 
s€[a, 6] 
<Ial max,| [kG D || z(D— yD | dr 


lAl. M. max | z(r) 一 y(r) | 
rE[e'] 


=|4|Md(z, y). 


由 于 |X|M<1, CLa, 5] 是 完备 的 ,因此 由 Banach 压缩 映射 定理 知 , 积 分 
方程 (1) 有 惟一 的 连续 解 Z(7). 


习 题 3-1 


1 下列 集 合 , 哪 些 是 线性 空间 ? 
(D 满足 lim 6 一 0 的 数列 工 一 《6 ，…，6，…) 的 全 体 ; 
(2) 满足 lim 6 = 1 的 数列 二 (& ，…, 名 ，…) 的 全 体 ; 


(3) 满足 微分 方程 生 十 0 至 十 cy = 0 (b,c 为 已 知 实数 ) 的 一 切 解 y = >(z) 的 全 体 ; 


(4) 一 切 工 的 多 项 式 的 全 体 ; 

(5) 一 切 次 数 <4 的 工 的 多 项 式 的 全 体 . 

2. 设 M 为 线性 空间 X 的 子 集 ,证 明 : 

(1) spanM 是 X 的 子 空间 ; 

(2) spanM 是 X 的 包含 M 的 最 小 子 空间 . 

3. 设 Y, Z 都 是 线性 空间 X 的 子 空间 ,证 明 :Y 站 2 是 X 的 子 空间 .试问 :YUZ 是 否 也 一 
定 是 X 的 子 空间 ? 


4. 设 人 /= 站 rod, ye Cte, 6], Df = 是 /CD,7e Co[a, 


证 明 :A:C[a, b] 一 Co [a, 5] 是 线性 算 子 . 
D:C [a, 6b] 一 CLa, 6b] 是 线性 算 子 . 
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”5. 设 A:D(A)(C X) -~Y 是 线性 算 子 , 证 明 :D(A) 为 X 的 子 空间 ;R(A) 为 Y 的 子 空间 . 
6. 若 dimX = dimY 一 二 co, A: X 一 了 为 线性 算 子 ,证 明 :A4-: 存在 的 充分 必要 条 件 是 
R(A) =Y. 
7. 设 {A; 1AE 和) 为 线性 空间 X 中 的 一 族 凸 集 , 证 明 : 0 A 也 是 凸 集 . 
8. 证 明 : | z1 =- 一 max 16 | (z 一 (6， 6) E E") 是 Er 上 的 范 数 . 
9 证 明 : 上 zl = (| ztp vd) ” G <p<+oo) 是 C[a, 幻 上 的 范 数 
10. 设 X 为 Banach 空 间 ,证 明 : 


CD 着 如 中 上 收 伍 , 则 立 = 收 伊 ， 
(2 着 忆 x 收 化 , 则 lm 一 0: 
<Dlzl. 


11. 若 X 为 赋 范 线性 空间 ，2) | z, 一 zn ‖ 收敛 ,zuEX, 试 间 :{z,} 是 否 为 Cauchy 列 ? 


4 
{z} 是 否 一 定 收敛? 
12. 设 X 为 赋 范 线性 空间 , 令 


(3) 若 可 友 收 但, 则 | 


0， 当 z=y 时 ; 
Hz 一 y 上 十 1， 当 zc 关 y 时 . 
证 明 :(X，d) 为 度量 空间 ,但 d 不 是 由 范 数 决定 的 度量 . 
13,. 在 C% [0, 1] 中 定义 范 数 lz = ,as | (CD | + ma, | zx (2) 1, 证明: 微分 算 子 


dlz, y) = | 


D = 车: Co[o, 1] 一 C[0, 1] 为 有 界线 性 算 子 . 


2 
14. 设 A== (2) ,可 一 到, 证 明 ,A 为 有 界线 性 算 子 ,并 求 | A| 


15. 设 A,,AE BOX, YI), 则 1 4. 一 A1 ->0 的 充分 必要 条 件 是 {A,} 在 X 的 任 一 有 界 
集 避 上 都 一 致 收银 于 A. 
16. 设 X 为 Banach 空间 , A € BC(X), 上 4A1 <141, 证 明 : 


1 一 人 1 所 FE 。 


17. 设 g(z) = z(w), xz € CLa, 65], 为 [a, 6] 中 国定 点 ,证 明 : g € (C[a, 65])" , 且 
lal =1. 


18. 设 1D 一 /zd ze Ca, 问 , 证 明 :fe (Cra, 如 ,并 求 1 7 

19. 设 /为 赋 范 线性 空间 X 上 的 线性 泛 函 ,证 明 ; FE X 的 充分 必要 条 件 是 NC 
一 (ze Xi f(z) = 0) 为 的 闭 于 空间 . 
4- 


20. 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,z, ,zx E X, 证 明 : 当 z。 工时 必 有 zz 一 


*。 JI49。 


21. 设 A:D(A)(CX) 一 Y 是 有 界线 性 算 子 , 且 D(A) 为 XX 的 闭 子 空间 ,证 明 :A 是 闭 


算 子 . 
22. 设 4:D(A)(CX)-~Y 是 闭 算 子 ,证 明 :N(A) 必 为 X 的 闭 子 空间 . 
23. 设 (X， 上， 1),(X， 上。 中:) 都 是 Banach 空间 , 且 存 在 常数 M > 0, 使 得 
lzl:<MiIlzll, Yr€E xX. 
证 明 : 上 。 中 与 上 * 1: 是 X 上 的 等 价 范 数 . 


24. 设 A:X~Y 是 线性 算 子 ,X, Y 为 赋 范 空间 ,证 明 ;A 为 紧 算 子 的 充分 必要 条 件 是 
A(V[6, 1]) 是 Y 中 列 紧 集 ,其 中 V[9, 1]CX. 
25. 证 明 : 定 义 在 有 限 维 赋 范 空间 X 到 任 一 赋 范 空间 Y 中 取 值 的 线性 算 子 必 为 紧 算 子 . 
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二 章 Hilbert 空间 


Hilbert 空间 是 一 类 具有 较 强 几何 特性 的 赋 范 线性 空间 , 它 把 欧 氏 空间 推广 
到 无 限 维 的 情形 ,在 数学 和 物理 的 许多 领域 占有 重要 的 地 位 . 由 于 Hilbert 空间 
有 正 交 系 和 正 交 分 解 定理 ,向 量 可 展 为 广义 Fourier 级 数 ,其 基本 特征 是 在 线性 
空间 中 引进 了 内 积 , 因 此 ,Hilbert 空间 理论 是 泛 函 分 析 中 最 早 成 熟 的 ,也 是 内 容 
最 丰富 应 用 最 广泛 的 部 分 . 


第 一 节 ”内 积 空间 与 Hilbert 空间 


一 、 内 积 空间 的 概念 及 特征 


定义 1 X 是 数 域 K(R 或 C) 上 的 线性 空间 , 若 有 泛 函 
(，):XXX 一 天 
满足 如 下 公理 : 
1 正定 性 : (x, z) 过 0,VzEX, 且 (zz) = 0Ozr = 0 
2" 共 二 对称: (zy) = (y，z) Vzx,y€X. 
3° 对 第 一 变 元 线性 : 
(ar+By; 2) =a(z, 2)+By, 2) Vr, yr rE Xa PEK. 
则 说 (。，，) 是 XX 中 内 积 . 
定义 了 内 积 的 线性 空间 X 称 为 内 积 空间 . 当 K 是 R( 或 C) 时 , 则 X 称 为 实 


〈 复 ) 内 积 空间 . 
注意 Zz.z 一 |z|*, 2 和 干 二 硬 十 且 , 二 三 一 厅 。 雹 。 
内 积 具有 如 下 性 质 : 


(1) (6, z) = (zx,0)=0, YrE€EX. 

因为 (6, z) = (09, zx) = 0(6, zx) 一 0. 

(2) VYzEX, 当 (rz, z) = (y, xz) 时 I= y. 

因为 (zx, z) 一 (y, z) = 0, 故 (zx 一 y, z) = 0. 由 z 的 任意 性 , 取 z= zx 一 y， 
则 有 (zx 一 y, x 一 y) = 二 0, 从 而 x 一 y= 0, 即 z = y. 

(3) (z, ar +By) = a(z, z) + Bz, »). 


因为 (z, ar+py) = (art+py, 2) 
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=alz, z) +B(y, z) 
=a(z, z) +B(y, z) 
= a(z, x)+B(z, y). 

(4) 当 X 是 实 内 积 空间 时 ,内 积 公理 的 2, 3 为 : 

(2) (z，y) = (y, x) = (y, 7); 

(ed on ne .dD 

例 1 (1) 在 EF" 中, Yz=(&, 名， 各),y 二 (hp, 训 ，…, 加 .定义 内 积 


(zy) = > én. 


(2) 在 C" 中 定义 内 积 


(zx, y) = Ds bE 


容易 验证 ,以 上 定义 满足 内 积 公理 而 分 别 成 为 实 和 复 内 积 空间 . 
定理 1 (Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 设 X 是 内 积 空间 , 则 有 
| (z，y) | 和 VCz zx)(y, y), Vr, y EX. 


证 (1) 当 y = 9 时 不 等 式 显然 成 立 . 
(2) 当 y 关 9 时 ,Ya EK 有 


(z—ay, Zz—ay) 
= (zx, I—ay)—a(y, T—ay) 


= (x, 7)—a(z, y) 一 a(y，Zz) 十 or(y，y). 


_ (y, Zz) 
令 a= CR 代 人 上 式 有 


(Tz—ay, x—ay) 


= (zy z) 一 人 2 2) .(z, y) Cy» 7) (ys x) 


CO, DT Dy 
a Lyris Oa yy 
MS er 
二 (wz) 
(zx, x) Ci) 


由 (zx 一 wy ,zx 一 wy ) 之 0 知 (zx, Zz)(y, y) 之 | (y, zx) | 一 | (z, y) 12， 于 是 
.152 。 


| (z，?) | 委 WCzy zy, y). 


二 、 内 积 空间 与 赋 范 线性 空间 关系 
定理 2 设 (X,(。)) 是 内 积 空 间 , 定 义 1 zl =Viz,;z),Yzx € X, 则 
(X，| 。 | > 成 为 赋 范 空间 . 
证 由 | (zx, yy) | 和 wWCzy zy yy = zl ll yl 可 得 
lz+yl = (z+y, z+y) 
= (xz, TI)+ (zx, y+ (y, 7)+(y, y) 
lz 十 (z， y+ Cr, + yl? 
lzl’*+2Re((z, y)}+ llyl? 
lzl:+2| (zx, 3y) | 十 上 yl 
< lzli+2lzl yl 十 Tyl*= (zl + yy), 
故 1 z 十 ?1 < lzl+lyl. 
另外 ,由 范 数 公理 知 


lzl 0, zl = 0%zr= 0 


由 ||az | =Vlar, az) 知 


orl? = (ar, az) = oi(z, zx) =| a |? ||zl’, 
故 lez1 = 一 lel lzll. 


所 以 (X，|| ， 1 ) 是 赋 范 空间 . 
定义 2 车 (X,(。，。)) 是 内 积 空间 , 则 说 ‖ zl = WCzy zx) 是 由 内 积 导 
出 的 范 数 ,(X，|| 。 | ) 是 由 内 积 导 出 的 赋 范 线性 空间 . 
推论 1 〈 内 积 的 连续 性 ) 设 rz, ~ z，y% 一 y(n 一 00), 则 (zy,) -= (z， 
2)(2 一 co)， 即 内 积 (z，y) 是 zx，y 的 二 元 连续 函数 . 
证 由 zz 知 3M >0, 使 得 上 z.| 入 M. 所 以 
| (zw 9) — Cz 3) | 一 | (zy yy) 一 (zy) 十 (zy 人 一 (zy 3) 1 
S| zs 9) — Cz y) | 十 | (zs，y) — x, y) | 
S| (zy 9) | 十 | (z 一 z， ») | 
< lzl ly —yl+ lz —zl yl 
My.—yl+ lz—zl lyl ~»o0. 
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即 lim(z,, y) = (x, »). 


当头 是 复 空间 时 ， 
Cz, DD = Fztyl:— lz—yl’ 
(1) 
tilztiyl’—ilz—iyl], 
其 中 i=V—1; 
当 X 是 实 内 积 空间 时 
Gz» = Clztyl’ — lz—yl’. (2) 


式 (1), 式 (2) 称 为 复 ( 实 ) 内 积 空间 中 的 极 化 恒等式 ,这 两 个 式 子 说明 可 以 通过 范 
数 来 计算 内 积 . 

由 定理 2 可 知 ,内 积 空间 - 旦 岂 ,> 赋 范 空间 -他 旦 ,度量 空间 , 故 度量 空间 、 赋 
范 空间 的 概念 和 结论 在 内 积 空间 中 也 适用 . 

定义 3 设 X 是 内 积 空间 , 若 导出 的 (X，|| 。 ||) 是 完备 的 , 则 说 X 是 
Hilbert 空 间 . 

例 2 C 中 ,定义 人 一 57 1 Vt 一 (1 1 


由 (C", | 。 | ) 是 完备 的 可 知 (C",(。,* )) 是 Hilbert 空 间 . 
例 3 (1) 有 限 维 内 积 空间 ,/*，L*[a, 5] 都 是 Hilbert 空 间 . 


(2) 车 CLa, 外 是 [a, 妇 上 复 值 连 续 函 数 全 体 ,定义 (z，?) 一 fz yl dt, 


zy € Cfa, 外 , 则 CLa, 总 是 内 积 空间 ,导出 范 数 zl = (| 1 ztD jd 


由 (CLa, 56], 。 | ?不 完备 可 知 CLa, 5] 按 以 上 定义 的 内 积 不 是 Hilbert 
空间 . 

注意 不 是 每 一 个 内 积 都 能 由 某 个 范 数 导 出 . 

定理 2 赋 范 空间 (X，| 。 | ) 能 成 为 内 积 空间 的 充分 必要 条 件 是 上 。 | 
满足 : 


lz+yl?+ lz—yl’*=2(zl|?+ ly|’), Vr, y€ X. 
此 公式 称 为 平行 四 边 形 公式 . 
例 4 《L'[0, 2], 上 。，|,) 不 能 成 为 内 积 空间 ,其 中 | zx 2 lz | dz. 


证 取 zx(t) 二 1, y(t) =t, 有 
*。 了 54 。 


1z+y> 儿 一 +e 业 下 QQ+Dd 一 4 
， 5 


hz 一 > = “11 一 :de 


= a-odu+| ce-Dbd=1， 
。 


， 。 
而 lzh = fe:=2, yl, = 人 edu=2， 
故 lz+yl?+ lz—yli=4+1=17 


#2Czli+ yl =8xX2= 16. 
同样 L?[a, 四 p 并 2 时 ,都 不 是 内 积 空间 . 


第 二 节 ”内 积 空间 中 的 正 交 与 投影 


定义 1 设 X 是 内 积 空间 ,z, y € X, M,N CX, 则 
(1) 车 (z，y) = 0, 则 说 xz 与 > 正 交 , 记 z | y; 要 

(2) 若 YyE M, 总 有 Z 上 》, 则 说 z 与 M 正 交 , 记 zz 上 Mi 
(3) 若 YzE M，Y?E N, 总 有 zz | 》, 则 说 M 与 六 正 交 , 记 M L Ni 
(4) ML= (zlzEXzLM 则 做 M 在 X 中 的 正 交 补 . 
定理 1 〈 正 交 与 正 交 补 的 性 质 ) 

(zy 时 有 1z 十 > 外 一 由 zl 十 1y125 

(2) MN MLC (6), 当 M 是 X 的 子 空间 时 Mm ML = {9); 
《3) M+ 是 XX 的 闭 子 空间 ; 

(4) M= XN 时 M+= {0). 

证 (1) 由 于 z | y, 即 (z，y) = (y, Xz) = 0, 故 


lz+yl’= (z+y, z+y) 
= (x, 1)+ (zx, y+ Cy, zx)+ Cy, y) 
= zh:+ Hyll’. 
用 归纳 法 易 证 :车 Yz; | zz, i 关 j; 则 


1 Del = Dial 


注意 zx 十 yj?*= zl* 十 中 y 中 ?不 一 定 有 zy; 若 六 是 实 内 积 空间 
时 ,z LySlz+yl ?= rl:+ yl 
。 了 155。 


(2) 若 rEMnmAML, 即 zEMzEML, 由 zEML 可 知 z 上 M, 故 z 上 
Zz 所 以 (zx, zx) 一 0, 工 一 和 . 

所 以 MN MLEC {0}. 

当 M 是 X 的 子 空间 时 , M Im ML = {9}, 这 是 因为 90€ M. 

(3) 先 证 M+ 是 X 的 子 空间 : 

设 r,y€E Mi,a,BEK,YzEM 有 

(az 十 印 ， z) = a(x, z)+B(y, z) 一 0， 

故 oz 十 妈 E ML ,所 以 ML 为 X 的 子 空间 . 

再 证 M+ 是 闭 的 : 

车 Zz, E€ M+ ,上 且 zx, 一 zo， 则 由 内 积 的 连续 性 知 ,对 YyEM 有 

(zo y) = lim(z,, 3) 一 0， 


故 ze E ML. 所 以 M+ 是 闭 的 线性 子 空间 . 
(4) 设 居 =X，YVzoE MICX, 则 VYyEM, 有 (zo,y) 二 0. 由 zo€ 
知 3z，E M, 使 得 z, 一 zo, 故 由 内 积 连续 性 知 


(2 ，zo) = lim(z,, To) = 0>7o 一 和. 
所 以 M+ = {0}. 
定义 2 X 是 内 积 空间 ,M 是 X 的 线性 子 空间 , zx E X, 若 了 zu E M, 使 得 
Zz 一 zo E ML , 则 zo 叫做 z 在 M 上 的 正 交 投影 ,简称 投影 ,表示 式 工 一 zo 十 (zx 
一 zo) 则 做 xz 关于 M 的 正 交 分 解 . 
工 在 M 上 的 投影 未 必 存 在 . 
引 理 1 《〈 正 交 分 解 的 惟一 性 ) 设 X 为 内 积 空间 ,M 是 X 的 子 空间 , x € X， 
若 z 在 M 上 的 正 交 投影 存在 , 则 投影 惟一 . 
证 设 zo, zl 是 z 在 M 上 的 投影 ,由 定义 
zoy ziEM 有 z 一 zz 一 ZE AML. 
因为 M，M+ 都 是 X 的 子 空间 ,所 以 zx。 一 zi1 E M, 且 
(z 一 zi) 一 (z 一 z) 一 z 一 ZEML. 
由 定理 1(2) 知 
zo—x1 EMANM:C {09} 
所 以 To—Xl=0, z= A. 


引 理 2 设 X 是 内 积 空间 ,M 是 X 的 子 空间 ,xEX, zo EM, 则 zo 为 z 在 
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M 上 的 投影 的 充分 必要 条 件 是 | z 一 zo ‖ =d(z, MD). 

证 必要 性 : 设 zo 是 工 在 M 上 的 投影 , 则 z。EM 且 z 一 zo EML. 所 以 Vy 
EM, 有 zx 一 zo 上 又 z 一 上 zos 所 以 z 一 | 一 yEM. 由 xz 一 y 二 
(Zz 一 ZX0) 十 (zo 一 y) 及 定理 1(1) 有 


lz—yl?= |z—zl?+ilz myl’ > zz ll’, 
lz—zl < inf | z—yl = dl(z, M). (1) 


车 x &M, 则 |z 一 zo > dz， MD), 从 而 Dz 一 zo 有 = dlz, MD. 

若 zE M, 由 式 (1) 知 zx 一 zo = dz，M) = 0. 

充分 性 证 略 . 

定理 2 《投影 定 理 )X 是 内 积 空间 ,M 是 X 的 完备 子 空间 , 则 Vz EX，z 
在 M 上 的 投影 都 存在 . 

证 设 4=dz, M), 则 3{fz)}CM, 有 zx, 一 zj 一 d. 

下 证 {z,} 是 M 中 的 Cauchy 列 ， 


由 平行 四 边 形 公式 有 
lzl+t yl =2(1 + 1 ), 
令 W= Tn— x, v= Tr, 
nh 
则 站 = i 
UV Xe— Te 
2 
于 是 2(1 + eo, 
21 El 
由 加 全 EE M 知 上 工地 一 z1 > 


所 以 0<21 lz zl + lz zl 2d. 
分 别 令 m,n 一 oo, 由 zx, 一 zd, 上 xz, 一 z ->d 可 得 


1 于 1: 一 0. 
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故 ‖zn 一 zs 一 0, 即 {z} 是 M 中 的 Cauchy 列 . 

由 M 是 完备 知 3zo E M, 使 得 xz, 一 zo. 而 | ，| 连续 知 d = lim1z 一 
zr 有 = 二 x 一 zo 省. 由 引 理 2 知 zo 是 zz 在 M 上 的 投影 ,而 且 惟 一 . 

推论 1 车 XX 是 Hilbert 空间 ,M 是 X 的 闭 子 空间 的 充分 必要 条 件 是 
Vx EX, 工 在 M 中 的 投影 z。 都 存在 , 且 


lz—zl =d(zr, M. 


由 定理 2 和 引 理 2 可 得 

定理 3 设 X 是 Hilbert 空间 ,M 是 X 的 子 空间 , 则 Yzx € X,z 在 M 上 投 
影 存 在 的 充分 必要 条 件 是 M 是 XX 的 闭 子 空间 . 

推论 2 车 XX 是 Hilbert 空间 ,M 是 X 的 真 闭 子 空间 , 则 ML 天 {0). 

证 取 zEX 一 M. 由 推论 1 知 ,了 zo E M,ze 是 z 的 投影 , 故 z 一 zaE M+， 
使 = = zo 十 (z 一 Zo). 

又 z 冬 M, 故 工头 zo, 所 以 zx 一 zo 天 0. 

推论 3 设 X 是 Hilbert 空间 ,M 是 X 的 闭 子 空间 , 则 M = (M+)+. 

证 YzEM, 则 z 上 上 ML, 所 以 zE (ML)L, 即 MC (Mt). 

又 因 CM+)+ 是 M+ 的 正 交 补 ,所 以 CM+)+ 为 X 的 闭 子 空间 ， 

任 取 x E€ (M+)+C X, 关 于 M 作 正 交 分 解 z = zo 十 ,其 中 xz € M， 
Zz1 € ML. 注意 到 


zx, Xo GE (ML)L， 


所 以 zl = Zz— zo € (M+)+, 

于 是 zn EMIN (MID)+= (0, 

即 r=x, EM, 

从 而 M= (ML)L. 
一 般 讲 , 当 M 为 Hilbert 空间 X 的 子 空间 时 ,有 M = (M+)-. 
内 积 空间 本 身 也 有 正 交 分 解 概 念 . 


定义 3 设 X 是 内 积 空间 ,M ，M: 是 X 的 子 空间 , M | M:. 若 YVzEX， 
都 有 zx 一 zi 十 zi, 其 中 zi E Mi ，z € M:, 则 说 X 是 M, 和 Mz 的 正 交 和 , 记 为 
X= M, 四 Me 
注意 若 X=M 田 M;; 则 Mi n M: = 1{0}, 并 且 M = ML 上，M: = ML. 
投影 定理 也 可 表述 成 如 下 空间 正 交 分 解 的 形式 . 
定理 4 和 是 内 积 空间 ,M 是 X 的 完备 子 空间 , 则 X 一 MGML. 
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第 三 节 ”内 积 空间 中 的 Fourier 级 数 


在 EB 中 ,有 三 个 相互 正 交 的 单位 向 量 e = {1, 0, 0}, e; = {0, 1, 0}， 
三 (0, 0, 1}, 有 了 这 三 个 向 量 , 则 任何 向 量 a 有 惟一 的 分 解 式 


Q& 一 alel 十 azez 十 ases， (1) 
其 中 , ai = (4a, e@1), az 一 (ay ez), as 一 (a, es). 式 (1) 用 到 了 向 量 的 正 交 性 . 


在 内 积 空间 中 ,我们 有 了 正 交 的 概念 ,设法 把 内 积 空间 中 的 元 素 表示 成 式 (1) 的 
表达 式 ,将 会 是 十 分 有 意义 的 . 


一 、 标 准 正 交 系 

定义 1 设 X 是 内 积 空间 ,{e,} 是 X 中 的 点 列 , 若 满足 : 
Cad 0， 当 i 关 jj 时 ; 
te 1， 当 i=j 时 ， 


则 说 {e,} 是 X 中 的 一 个 标准 正 交 系 . 
例如 ,el = (1，0，…，0，…)，es 一 (0，1，…，0，…)，et 一 (0，0，…，1， 
)… 是 中 的 标准 正 交 系 . 


又 如 
-二 , Leosz, 二 sin Ep: “eos nr, Lsinz, “i 
War Vr A Vx Vx 
是 L[ 一 x, x*] 中 的 标准 正 交 系 . 
标准 正 交 系 有 如 下 简单 性 质 : 


标准 正 交 系 {e,) 是 线性 独立 系 , 即 {e,) 中 任何 有 限 组 是 线性 无 关 的 . 
事实 上 设 {e。，e。，…，ew ) 是 {e,) 中 的 任 一 有 限 组 ,如 果 


Qien 十 azeu 十 … 十 aiewu 一 0 
则 对 Vj = 1, 2,…,k,， 有 


0= (0,0,) = (Daiens en) 一 ai(ev，eu) 一 ai， 
名 


故 {6 ，e。,，*…，es} 线性 无 关 . 
定理 1 《〈 正 交 化 定理 ) 设 (z,} 是 内 积 空间 X 中 的 任 一 线性 独立 系 , 则 可 将 
{z。} 标 准 正 交 化 为 标准 正 交 系 {e.}, 且 对 任何 正 整数 >, 有 
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z= Dave, ee= DPB" 
Ee 


| 
且 span{el ，ez ，…，en} 一 span{Zi，zz，…，Zzn}. 

证 因 {z,} 是 线性 独立 系 ,所 以 zx! 天 0. 

令 所 = 则 el =1. 

Tz 
再 将 zz 在 由 ea 所 张 成 的 子 空间 M 上 作 正 交 分 解 
Xz 一 (zz，el)el 十 mm， 

其 中 v = xs 一 (zs， ei)e1. 由 于 zi，zz 线性 无 关 , 因 而 这 关 0 且 wE ML ( 事 
实 上 ， 


(yi, el) = (zs, 01)— (zx, ei)(e, en) 一 0). 


即 ww | e ,再 令 e = TT' 则 1 e |‖ = 1, 显 见 e 是 zi， zs 的 线性 组 合 , 且 
ez 二 ea， 
再 将 zs 在 由 ea ，ex 所 张 成 的 子 空间 M, 上 作 正 交 分 解 ， 


Z3 = (ZX3, Ei1)e1t (x3, e2)es 十 mm， 


易 知 思 一 一 (x3 ea 一 (zs, ea)es #0, 有 ww E Mat. 令 = TT lel 
三 1, 则 es 是 zi，z，za 的 线性 组 合 且 es | eye 上 el 
应 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 , 对 每 一 个 n， 


Wu 一 za 一 3 ei)ei 
1 


不 是 零 向 量 且 w 与 el，e ，…，e,-i 都 正 交 , 取 。e, = TT lel =1. 
显然 


Pel 


Tv 十 SH ei)ei 


| 
= Dz edet lv le, = Pawe, 
ft 


‘1 


反之 容易 看 出 ,e. 是 zi，zz，…，z。 的 线性 组 合 . 从 而 span{@1, ez，…, er) 二 


span{Z1, xa, ***, Tr}. 


二 、Fourier 级 数 及 其 收敛 性 


定义 2 设 X 是 内 积 空间 ,{e,} 是 X 中 的 标准 正 交 系 , x € X, 则 说 内 积 
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Ce = (xz, ei)(4 二 1,2,3,*…) 是 工 关于 {e.} 的 Fourier 系数 ， 


Tce 一 Fa, et)ex 
ft 


Ct 
叫做 z 关 于 {e.} 的 Fourier 级 数 . 

定理 2 设 X 是 内 积 空间 ,{e,) 是 X 的 标准 正 交 系 , 取 定 6,,, e,,，*…, ev E 
{en},i 记 M = span{es, , ers er}, YIEX, 则 


4 
To = D) (zx, er)e, 


是 zz 在 M 上 的 正 交 投影 . 

证 由 于 M 是 X 的 k 维 子 空间 , 故 M 是 X 的 闭 的 线性 子 空间 , 亦 即 M 作 
为 内 积 空间 是 完备 的 ,由 投影 定理 知 z 在 M 中 存在 惟一 的 正 交 投影 . 下 面 验证 
zo 是 z 在 M 中 的 正 交 投影 . 因为 


4 
zor e) = Dx, er) es,, er) = (x, er) j=1, 2,3,,k 
各 
故 有 (z 一 my) = (ze) 一 (zy es,) =0. 


, 
Vy€ M, 则 y= 了 jaes，a: EA, 且 有 
全 


BB 
(z 一 zo，y) = DD) 丽 (z 一 zo， ea) 一 0 


二 
故 (z 一 zo) 上 M, 所 以 zo 是 z 在 M 上 的 正 交 投 影 . 

定理 3 〈 最 值 逼近 定理 ) 设 {e,} 是 内 积 空间 X 的 标准 正 交 系 , zxE X， 
{C = {(zy eg)}) ,二 1,，2,…,n, 则 对 任何 数组 (a, as,，…, a,), a; €E 人 ,有 


lz— DGerl < lz— Daerl. 


t=1 t=1 


证 设 z, 一 2》)Crer, 由 本 节 定理 2 知 , xz, 是 x 在 M = spanfe，e，…， 
| 


<,) 中 的 正 交 投影 , 则 xz 一 z, 一 z 一 了 Cres E ML. 设 


k=1 


z= Dwer E M， 
| 


故 zr—zx= DC —a)e E M， 


2 
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应 用 勾 股 定理 有 


Nz— Daerl’: = (zr—z)— (zr mz 


kl 


Hz—z ?+ zz 


ED 


> lz 一 六 ce 
名 


注意 ”本 定理 说 明 , 当 用 ?个 标准 正 交 向 量 的 线性 组 合 来 逼近 X 的 向 量 z 
时 ,只 有 取 系数 为 Fourier 系数 ,逼近 程度 最 好 . 
现在 我 们 研究 向 量 x 的 Fourier 级 数 是 否 一 定 收敛 ? 如 果 收 敛 ,是 否 一 定 
收敛 到 xz? 
”定理 4 〈Bessel( 贝 塞 尔 ) 不 等 式 ) 设 {e, } 为 内 积 空间 X 中 标准 正 交 系 , zxE 


X, 则 立 | (zy ep) | 收敛, 且 立 | (ze 1 之 zh 


证 令 C = (zy e0，a = 六 Ciel, 由 本 节 定理 2 知 , (x 一 x) |:zs 由 
2 
勾 股 定理 有 


lzl?= (rr)+z l= zmz ll’ + zl > zh’, 
lz? = (7,, x,) = (2 Ge), DCe) 
=1 ft 
= 2 (PGe, Cer) 
[= et 
= PDC a)= DOG= 2 C1. 
ff ft 和 


于 是 有 六 1c < 1zlz 


令 一 co, 则 有 六 1c < zl 
仑 
注意 “由 定理 证 明 ,得 到 一 个 常用 公式 


lx? = 3) 1 (zr, ea 有 (1) 
| 
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定理 5 设 {e,) 是 内 积 空间 X 的 标准 正 交 系 , z E X, 则 工 关于 {e ) 的 
Fourier 级 数 收敛 于 z 的 充分 必要 条 件 是 
lal = lr (2) 
成 立 , 式 (2) 叫 做 Parseval( 帕 塞 瓦尔 ) 公 式 . 
证 取 z, 二 De ex)es, 则 工 一 zx， 上 | zx,， 由 勾 股 定理 及 式 (1) 可 得 


1z 一 六 coal = lz—zl:= zl:— zl 


t= 


= zl:— 2) 1(z, eb, 


从 而 limz, =z Slimlz— Dr, edal =0 


t=1 


Slzl’:= >) | (x, ed). 
ff 


定义 3 说 内 积 空 间 X 的 标准 正 交 系 {e,} 是 完全 的 ,如 果 zeE X, 当 
ze n=1,2,3,.…, 则 有 z= 0. 

定理 6 设 X 是 Hilbert 空间 , 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) {e,) 是 X 中 的 完全 标准 正 交 系 ; 

(2) YzEX, 有 Fe, Er)er = Zs 


Xi 


(3) VY x E X, Parseval 公式 成 立 , 即 
lzl:= 2 1(z, ee) | 
tt 


证 (1) 志 (2): 设 {e,) 是 Hilbert 空间 X 中 的 完全 标准 正 交 系 , 令 
M=span{e,), 易 证 M = X. 事 实 上 , 若 不然 , 则 存在 zxE X 一 M,z 承 0, 且 有 分 
解 式 z 二 zo 十 z, zo EM, zE ML. 显然 z 关 0, 则 z | ea 一 1，2,，3，…， 
这 与 {e,} 完 全 相 矛 盾 , 即 M 在 X 中 稠密 . 

由 此 Vx € X, Ve 之 0, 存在 y = laes € M, 使 得 


k= 


lz—yl = lz— Daerl <e. 
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令 Cl = (z, a), 由 本 节 定 理 3 有 
1z- Doel < 1 Dae 1 <e, 
故 当 m > N 时 ,由 勾 股 定理 有 | 
Nz 一 守 cal = zl 一 1c 


t=1 


Ny N 
<lzl -1cl= Izr— DCel’<e, 
i 


i 
令 m= 二 品 有 ”zx 一 2)Gerl?:<e. 
全 


由 e>> 0 任意 性 知 z= 2)Cei. 
(2) 之 (3) :由 定理 5 可 得 . 
(3) =(D, 设 YzeX, 有 1zl:= 立 1Ci 1 如 果 z 上 ea 1,2， 


3，… 则 Ce = (zx, @) = 0. 


故 zl?= 2》) | G1?=0, 从 而 z= 0. 


=1 


即 {e} 是 X 中 的 完全 标准 正 交 系 . 
到 目前 为 止 , 我 们 讲 到 了 许多 空间 ,把 它们 之 间 的 关系 梳理 如 下 图 (符号 U 


表示 上 面 的 空间 包含 着 下 面 的 空间 ). 


拓扑 空间 线性 空间 
U U 
Hausdorff 空间 线性 拓扑 空间 
U U 
度量 空间 汪 ”线性 度量 空间 完备 线性 度量 空间 
U U 
赋 范 线性 空间 之 Banach 空间 
U U 
内 积 空间 ”之 Hilbert 空间 
U 
欧 氏 空间 E" 和 C" 
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习 题 3-2 


1. 设 久 为 内 积 空间 ,zr,y € X, 若 对 一 切 =E XX 均 有 (zx, zx) 二 《y,z), 试 证 :二 y. 


2. 设 六 是 内 积 空间 , 忒 ,z EX 且 上 上 一 上 zl 及 (i, 力 一 (z, 力 , 斌 证 :zz 


3. 设 HH 是 内 积 空间 ,zi，z:，…，, x, 是 日 中 的 向 量 , 且 满 足 条 件 


0， 当 py 关 v 时 ; 
(z, £) 一 
1， 当 jp 二 vy 时 . 
试 证 ;{zi，x:，…，z,) 是 线性 无 关 的 . 
4. 设 久 是 实 内 积 空间 ,z，y 为 非 零 元 ,证 明 : 
Hz+yl = zl 二 yl 名 34>>0 使 得 y= x. 

5. 设 久 为 内 积 空间 , yE X, 试 证 :映射 f,:X->K 且 f,(x) = (zx, y) 是 X 上 线性 连续 
泛 函 , 且 fy1 = lyl. 

6. 证 明 ;C[0, 1]， W*(p 关 2) 不 是 内 积 空间 . 

7. 若 X 为 实 内 积 空间 , 试 证 : 

zlySlrtyl’:= |zrl:+ lyl:. 

又 若 X 为 复 内 积 空间 ,上 面 结论 是 否 成 立 ? 

8. 若 X 为 实 内 积 空间 , 试 证 ， 

(Cz 十 y) 上 (z 一 必 包 1zll = lyl. 

当 X=E? 时 ,说 明 上 面 表示 式 的 几何 意义 . 又 若 X 为 复 内 积 空间 ,条 件 1 zl = 1y1 
意味 着 什么 ? 

9. 设 X 为 内 积 空间 ,K 为 数 域 , 试 证 : 

z 上 3 多 |z+j‖ = 1z 一 ap YAE KA 成立 . 
10. 设 X 为 内 积 空间 ,K 为 数 域 , 试 证 : 
lySlrzt+ayl > zl YAEK. 

11. 设 X 是 内 积 空间 ,M 和 N 是 X 的 子 集 ,证 明 ; 当 M | N 时 ,MC N+:,，NCMi. 

12. 设 M 为 Hilbert 空 间 有 的 子 空间 ,车 YzE H,z 在 M 上 投影 x。 均 存 在 , 则 M 为 H 
的 闭 子 空间 . 

13. 设 M 是 Hilbert 空 间 甩 的 非 空子 集 , 试 证 :(M1+)+ 是 日 中 包含 M 的 最 小 闭 子 空间 . 

14. 设 {e.) 习 ,是 Hilbert 空 间 有 H 中 标准 正 交 列 ,证 明 : {e,}%， 是 标准 正 交 基 的 充分 必要 


条 件 是 (z, 几 一 立 (re) Ga，Vzye 卫 
15. 设 下 一 {e ) 为 Hilbert 空 间 末 中 标准 正 交 列 ,证 明 , 数 项 级 数 六 | o, |: 收敛 的 充分 
必要 条 件 是 了 a.e, 依 且 中 范 数 收敛. 
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第 四 篇 抽象 代数 


抽象 代数 是 现代 数学 的 一 个 重要 分 支 . 抽象 代数 从 它 产生 的 年 代 就 明显 有 
别 于 古典 代数 学 , 它 的 主要 研究 对 象 不 是 代数 结构 中 的 元 素 特性 ,而 是 各 种 代数 
结构 本 身 以 及 不 同 代数 结构 之 间 的 相互 联系 . 掌握 抽象 代数 的 内 容 和 它 所 体现 
的 丰富 的 数学 思想 和 方法 是 非常 重要 的 , 它 的 内 容 和 方法 不 仅 深入 到 数学 的 各 
个 分 支 ,也 深入 到 其 他 一 些 学 科 . 学 习 抽象 代数 既 可 以 了 解 这 一 学 科 的 特点 ,也 
有 助 于 培养 严格 的 逻辑 思维 能 力 . 随 着 科学 技术 的 发 展 ,抽象 代数 在 通信 理论 、 
计算 机 科学 、 系 统 工程 、 现 代 物 理学 、 现 代 化 学 以 及 密码 学 等 许多 领域 中 有 着 广 
泛 的 应 用 ,是 研究 这 些 科学 不 可 或 缺 的 工具 . 

本 篇 介绍 抽象 代数 的 基本 内 容 : 群 . 环 、 域 等 代数 对 象 及 基本 性 质 . 


第 一 章 群 


群 是 抽象 代数 中 最 早 的 而 且 是 最 基本 的 一 个 代数 系 , 它 也 是 现代 数学 的 一 
个 极其 重要 的 概念 . 本 章 简 单 地 介绍 群 的 基本 概念 ,主要 是 说 明 群 , 子 群 , 同 构 、 
同 态 \ 正 规 子 群 . 商 群 等 的 意义 ,以 及 它们 的 基本 性 质 . 


第 一 节 群 的 概念 


一 、 群 的 定义 


在 数学 各 部 分 以 及 数学 的 应 用 中 ,很 多 代数 系 是 只 有 一 种 结合 法 的 . 在 只 有 
一 种 结合 法 的 代数 系 中 ,最 重要 的 就 是 群 , 它 的 运算 法 则 与 数 的 运算 法 则 类 似 ， 
并 且 有 非常 广泛 的 应 用 ,是 抽象 代数 中 最 基本 的 代数 系 . 
定义 1 一 个 非 空 集合 G, 若 满足 下 面 4 个 条 件 , 就 则 做 群 : 
(1) G 有 一 个 闭合 的 结合 法 ,也 就 是 说 ,G 中 任意 两 元 a, 5 的 结合 c 仍然 是 G 
中 元 . G 的 这 种 结合 法 通常 叫做 乘法 ,这 时 “又 叫做 a, 5 的 积 , 我 们 经 常用 记号 
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a*b 二 c 或 =< 


表示 . 要 注意 的 是 积 ab 虽然 是 由 a, 5 惟一 决定 的 ,但 它 一 般 还 与 a, 6 的 顺序 有 
关 , 也 即 ab 不 一 定 等 于 ba. 4 
(2) 结合 法 对 于 结合 律 成 立 , 即 对 于 G 中 任意 三 个 元 a, b, c, 有 


(ab)c = albe). 
(3) G 中 有 一 个 ( 左 ) 单 位 元 e, 对 于 G 中 任意 元 a, 有 


a=a. 


(4) 对 于 G 中 的 每 一 个 元 4, 在 G 中 存在 一 个 ( 左 ) 逆 元 a ,使 得 a a 一。 
成 立 . 

非 空 集合 G, 若 它 满足 上 面 (1),(2) 两 个 条 件 , 叫 做 半 群 , 半 群 也 是 一 个 重 
要 的 代数 系 . 当 G 只 满足 (1) 时 ,叫做 乘 集 . 

定义 2 一 个 群 ,假如 它 的 结合 法 还 满足 交换 律 : 


” a*b=b*a. 


这 群 就 叫做 交换 群 或 Abel( 阿 贝尔 ) 群 ,否则 叫做 非 交换 群 

为 了 对 群 这 个 概念 有 较 深 入 的 认识 ,下 面 给 出 一 些 例 , 

例 1 G 只 包含 一 个 元 g, 乘 法 是 gg 二 &，G 对 于 这 个 乘法 来 说 成 为 一 个 
群 ,叫做 单位 元 群 . 

例 2 G 是 全 体 整 数 的 集合 Z，G 的 乘法 是 通常 整数 的 普通 加 法 , 则 G 对 于 
加 法 成 为 一 个 群 ,叫做 整数 加 群 .党 把 积 a8 写 成 a 十 6, 单位 元 是 0, 元 a 的 逆 元 
写成 一 a. 

例 3 G 是 全 体 正 有 理 数 的 集合 Q* ,G 的 结合 法 是 通常 的 普通 乘法 ,那么 G 
成 为 一 个 群 , 它 的 单位 元 为 1. 全体 有 理 数 的 集合 Q 对 于 加 法 也 成 为 群 ,单位 元 
为 0, 但 对 于 乘法 不 能 成 为 群 ,因为 零 没有 逆 元 . 

Jo of oo/-10 

便 4 没 = (( 由 0 _1)'(o _ 0 小 ， 则 G 对 于 给 
阵 的 于 法 成 为 一 个 群 ,单位 元 是 (了 )- 

例 5 设 M={(a,5) 1a, bE R,a 关 0), 其 中 RR 是 实数 集 . 若 在 M 中 规 
定 , 当 (a, 5), (c,d)EM, 则 有 (a, Bb)(c, d) = (ac, tt 十 d), 那么 M 成 群 ， 
(1, 0) 是 单位 元 ,(a, 5) 的 逆 元 是 (a ,一 ba ). 

定义 3 一 个 群 的 元 的 个 数 是 一 个 有 限 整 数 时 ,这 个 群 叫做 有 限 群 ,否则 叫 
做 无 限 群 .一 个 有 限 群 G 的 元 的 个 数 叫 做 这 个 群 的 阶 ,用 |G| 表 示 . 

例如 ,上 面 例 1 是 有 限 群 , 例 2 与 例 3 的 群 是 无 限 群 . 
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二 、 群 的 基本 性 质 


上 面 给 出 了 群 的 一 些 例子 ,现在 再 从 群 的 定义 出 发 来 讨论 群 的 基本 性 质 . 
从 群 定义 中 条 件 (2) ,可 以 知道 任意 三 个 元 a, 6b， < 的 乘积 ,由 它们 自身 及 它 
们 的 顺序 惟一 决定 ,与 结合 的 先后 也 就 是 与 所 加 的 “ 括 弧 ”无关 ,对 于 群 G 的 任 
意 个 元 的 积 也 是 如 此 . 
定理 1 群 G 中 任意 n 个 元 a1, co ，…， a, 的 乘积 由 它们 自身 及 它们 的 顺 
序 惟一 决定 . 
证 用 归纳 法 证 明 . 当 n = 3 时 ,就 是 群 定义 中 的 (2) ,现在 假定 元 数 小 于 
时 定理 成 立 , 来 证 明 元 数 是 n 时 定理 依然 成 立 . 
nn 个 元 依 a1,a:，…， a, 的 顺序 的 乘积 不 外 为 下 列 各 种 形式 : 
Ql * (as * as""*an), 
(al。az)。(asat…an)， 


(Cal。az…an-1)。(au). 
但 其 中 任意 一 种 
《al。az…an)(anH as) 一 (al。(az…an))。(anH…an) 
一 (al)。((asz…an)。(anri as)) 
一 (aa)。(az…an) 
= a1* (qaran). 


这 即 是 说 ,它们 都 与 第 一 种 一 致 ,所 以 定理 成 立 . 

假如 G 是 交换 群 ,那么 ai，a ，…， a, 的 乘积 由 它们 自身 惟一 决定 ,与 它们 
的 顺序 无 关 . 

以 后 为 了 使 用 及 书写 方便 ,ak ，a:，…，a, 的 乘积 就 用 a1a.…a。 表示 ,不 另 
加 括 弧 , 而 且 又 有 : 


Qa=a, a =a", a=e, a=a. 
7 个 7 个 


定理 2 群 中 左 逆 元 又 是 右 送 元 , 左 单位 元 又 是 右 单位 元 . 而 且 群 的 单位 元 
惟一 , 逆 元 惟一 . 
证 设 a 为 群 G 的 元 ,a- 为 a 的 左 道 元 ,e 为 左 单位 元 . 
因为 caa- = ao = ,用 < 的 左 逆 元 左 乘 得 到 
(a (a la) = (a a! 


»169. 


所 以 
eaa- 一 e， 即 aa 一 e. 
这 就 是 说 ,a 的 左 逆 元 同时 又 是 右 逆 元 a 站 1 则 做 a 的 逆 元 . 
又 因为 ae 一 aa a=e=a, 即 ae 一 ay 
这 也 就 是 说 , 左 单位 元 又 是 右 单位 元 ,因此 e 叫做 单位 元 . 
假设 e，e: 分 别 为 群 G 的 两 个 单位 元 ,那么 


所 一 ae 一 ea) 
所 以 单位 元 惟一 . 
又 假设 al ,as 都 是 a 的 逆 元 ,那么 aa = e, aa = e. 
因为 aa = e, 所 以 
az 一 az(aai) = (aza)al = ea 一 ay 
从 而 逆 元 惟一 ,定理 得 证 . 
由 aa” = e, 得 到 a 是 a 一 的 道 元 ,所 以 (a7')"， = a, 关于 两 个 元 乘积 的 逆 
元 ,有 (eb) = ba …, 这 是 因为 
(bia )(ab) 一 ba a)b = 6 b= e. 
定理 3 一 个 群 的 乘法 适合 消去 律 :a, b, b 是 群 G 的 元 ,车 ab = 二 ab' 或 
ba 一 ba ,那么 5 一 中 
证 由 b=ab', 有 
(a )ab 一 a (ab’), 


即 (am a)0 = (ala)b’, 
所 以 @=w’, 
b=b, 


同 理由 ba = ga, 得 到 = .定理 得 证 . 

定理 4 群 定义 中 的 (3) ，(4) 两 个 条 件 , 可 以 用 如 下 条 件 来 代替 :对 于 群 中 
任意 元 a, 5b, 方程 cz 一 0，ya 一 5 在 这 群 中 有 解 . 

证 首先 用 群 定义 中 的 (1)，(2) 两 条 件 与 定理 中 的 条 件 来 推出 群 定义 中 的 
(3) ，(4) 两 个 条 件 . 

因为 方程 ye 二 a 有 和 解 ,而 ez 一 a, 所 以 e 是 这 一 解 ,对 任意 元 b, az 一 5 有 
解 t, 使 得 at = 6b, 6 = elat) = eat = at ==b, 所 以 
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即 左 单位 元 存在 , 群 定义 中 条 件 (3) 成 立 . 

又 ya 二 。 有 和 解 , 此 解 记 为 a-', 即 a!a 一 e, 所 以 a 的 左 逆 元 存在 , 群 的 定义 
中 条 件 (4) 成 立 . 

反 过 由 (3),(4) 两 个 条 件 推出 定理 中 的 条 件 : ar = 6b, ya 一 0 在 群 中 
有 解 . 

取 z= ap, 由 (4), a-!' 存 在 ;由 (1), a-'b E G, G 的 这 个 元 显然 是 方程 
az 一 0 的 解 , 因 为 a(a-10) = (aa™1)b== 四 二 b. 

同样 地 ,ba 是 方程 ya = 5b 的 解 .定理 得 证 . 

经 常 说 a :0 是 a 左 除 5 的 商 ,ba' 是 a 右 除 6b 的 商 . 因为 乘法 与 因子 的 顺 
序 有 关 , 所 以 a 左 除 5 与 a 右 除 5, 它 们 的 商 一 般 是 不 相等 的 . 于 是 群 中 ,乘法 这 
种 运算 是 有 逆 运 算 的 ,叫做 除法 ,并 且 对 于 除法 来 说 , 它 也 与 乘法 一 样 是 闭合 的 . 

由 定理 4 的 证 明 得 知 , 群 的 定义 也 可 以 作 如 下 描述 :一 个 非 空 集合 ,假如 它 
对 于 乘法 和 它们 逆 运 算 除法 都 是 闭合 的 ,并 且 乘 法 的 结合 律 成 立 ,那么 它 就 成 
为 群 . 


三 、 群 表 


一 个 乘 集 或 一 个 群 ,假如 其 中 任意 两 元 的 乘积 已 经 知道 ,那么 这 乘 集 或 这 群 
的 结合 法 也 就 完全 知道 ,假如 G = {a1 ,as，… a,，…}). 可 以 用 下 面 的 表 4.1.1 
来 表示 G 中 任意 两 元 的 结合 法 ,叫做 乘法 表 , 当 G 是 群 时 ,这 表 叫 做 群 表 . 
表 4.1.1 表 4.1.2 


Ce 
1 
-oo 
1 
or- 
-oo 
Ne 


例如 ,前 面 的 例 4,G== |( (人 


ee 1 0 —1 0 10 
设 o=( 0 -= = 0 1)' =(o 小 
合法 为 矩阵 的 乘法 ,那么 它 的 群 表 就 是 表 4.1.2: 
从 乘法 表 来 看 元 素 间 的 结合 法 非常 明显 ,因此 ,给 出 一 个 群 时 ,常常 就 给 出 
它 的 群 表 , 在 群 表 的 每 行 每 列 中 , 群 的 任意 元 必定 出 现 一 次 而 且 只 能 出 现 一 次 . 
交换 群 并 且 只 有 交换 群 才 有 关于 主 对 角 线 对 称 的 群 表 . 
当 群 G 为 交换 群 时 , 常 把 结合 法 叫做 加 法 , 积 a6 记 为 4 十 b, 这 时 G 叫做 加 
群 ,单位 元 写成 0, 叫做 零 元 ,a 的 逆 元 写成 一 4, 叫做 负 a. 
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第 二 节 ”变换 群 和 置换 群 


一 、 变 换 群 
集合 M 到 M 自己 的 映射 ,叫做 M 的 一 个 变换 , 若 这 个 映射 是 可 逆 映 射 , 则 
这 个 映射 叫做 M 的 一 一 变换 . 规定 变换 之 间 的 一 个 运算 叫做 变换 的 乘法 ,也 叫 
做 变换 的 积 , 也 就 是 说 ,任意 两 个 变换 *, 上 的 乘积 st 是 指 先 施行 变换 1, 再 施行 变 
换 s, 设 a 是 施行 变换 的 对 象 ,那么 st(a) = s(z(a)). 所 以 st 仍然 是 一 个 变换 . 
把 一 个 非 空 集合 M 的 所 有 一 一 变换 放 在 一 起 ,作为 一 个 集合 
G= {st, 7, Me}, 


那么 对 于 变换 的 乘法 ,G 是 否 成 为 一 个 群 呢 ? 

定理 1 非 空 集合 M 的 所 有 一 一 变换 对 变换 的 乘法 构成 一 个 群 . 

证 用 G 表示 M 的 所 有 一 一 变换 所 构成 的 集合 . 首先 证 明 s, t 是 一 一 变 
换 ,st 也 是 一 一 变换 ， 

设 任意 的 a， az E M, a 关 az. 因为 上 是 双 射 , 则 tCa1) 头 t(a,), 从 而 
SCtKai)) 关 s(t(as)), 即 st(a1) 关 st(as); 同时 对 任意 bE M, 由 于 * 是 双 射 ， 
所 以 存在 <E M 使 得 *(c) = 0, 再 由 t 也 是 双 射 知 存在 a € M, 使 得 i(a) = c， 
于 是 s(t(a)) = slc) = 6b, 这 就 证 明了 st 也 是 一 一 变换 ,所 以 G 对 变换 乘法 
闭合 . 

又 因为 5, trE G,aE MGt)r(a) = (st)(r(a)) = s(t(r(a))); 

s(tr)(a) = s(tr(a)) = s(t(r(a))), 


所 以 (st)r 二 s(tr), 因此 结合 律 成 立 . 伍 等 变换 I 是 把 每 个 施行 对 象 仍然 变 成 自 
己 的 映射 ,因此 对 任意 的 一 一 变换 *, 都 有 天 = s. 故 了 就 是 G 的 单位 元 . 对 任意 


SE G, 由 于 是 双 射 , 故 有 一 个 E G, 使 得 富 .一 5 一 志 所 以 * 有 
逆 元 s. 综 上 所 述 ,G 满足 群 定义 中 的 4 个 条 件 , 故 G 是 一 个 群 . 
由 以 上 定理 可 以 定义 变换 群 . 


定义 1 设 M 是 非 空 集合 ,由 M 的 若干 个 一 一 变换 对 于 变换 的 乘法 构成 的 
群 叫做 集合 M 的 一 个 变换 群 . 
例 1 设 4 为 坐标 平面 的 所 有 点 构成 的 集合 , 令 G = {R, | R. 表示 A 中 每 
个 元 素 沿 y 轴 方 向 平移 a 个 单位 ,a 为 任意 实数 }, 则 G 是 集合 A 上 的 一 个 变换 
群 ,其 中 , 当 a 之 0 时 ,R.。 表示 A 中 每 个 元 素 沿 y 轴 正 向 平移 a 个 单位 ; 当 
a < 0 时 ,R。 表示 A 中 每 个 元 素 沿 y 轴 负 向 平移 la| 个 单位 . 
。]72 。 


证 显然 G 的 每 个 元 素 是 集合 A 的 一 一 变换 , 任 取 R。, Rs € G, 则 ReR, 一 
Rws 仍 是 A 的 一 一 变换 ,所 以 结合 法 闭合 . 而 且 R。 为 G 的 单位 元 ;如 果 
RE G, 则 R-。E€ G 使 得 R。* R-。== R-。*R。 二 Ro, 所 以 G 中 每 个 元 素 有 逆 
元 .至 于 G 的 乘法 满足 结合 律 是 显然 的 ,这 是 因为 (RRs)R. 一 Re * R. 一 
Rose，R (Rs » R.) = R, (Ree) = Root 所 以 (RR,)R. = R。(RoR,). 这 就 证 
明了 G 是 A 的 一 个 变换 群 . 

例 2 设 和 A 是 平面 的 所 有 点 构成 的 集合 ,那么 平面 上 绕 一 个 定点 的 旋转 可 
以 看 成 A 的 一 个 一 一 变换 ,车 G 是 包含 所 有 绕 一 定点 的 旋转 ,那么 G 就 是 一 个 
变换 群 . 

证 用 um 表示 转 b 角 的 旋转 ,就 有 mm ,mm = miu ,结合 法 是 闭合 的 ， 
(mm 本)m 二 Tt0+4 Th (To Th) 一 zt， 所 以 结合 律 成 立 . G 的 单位 元 为 
rm 可 一 re 为 ro 的 逆 元 .所 以 G 是 一 个 群 . 

变换 群 一 般 不 是 交换 群 . 


例如 s 是 平面 的 一 个 平移 , 它 把 原点 (0, 0) 平 移 到 (1, 0)， ! 是 绕 原点 转台 
的 旋转 ,那么 s, t 都 是 上 例 的 集合 A 的 一 一 变换 ,但 是 
区 :(0, 0) — (1, 0) 
ts:(0, 0) — (0, 1) 
5 天 三 
故 非 交 换 群 是 存在 的 . 
二 、 置 换 群 


变换 群 的 一 种 特例 ,叫做 置换 群 ,在 群 里 占 一 个 很 重要 的 地 位 . 这 种 群 还 有 
一 个 特点 ,就 是 它们 的 元 可 以 用 一 种 很 具体 的 符号 来 表示 ,使 得 在 这 群 里 的 计算 
比较 简单 ,下 面 对 置 换 群 进行 讨论 . 

定义 2 ”如果 M 是 一 个 有 限 集合 ,M 的 一 个 一 一 变换 叫做 M 的 一 个 置换 . 
假如 M 是 元 数 为 n 的 有 限 集 ,M 的 所 有 置换 所 构成 的 群 叫做 ”次 对 称 群 ,用 S， 
表示 ,由 若干 个 置换 构成 的 群 叫 做 一 个 置换 群 . 

由 初等 代数 的 知识 ,n 个 元 的 置换 一 共有 n! 个 . 因为 要 作 nn 个 元 的 一 个 置 
换 , 就 要 替 每 一 个 元 选 定 一 个 对 象 ,例如 蔡 w 选 定 对 象 时 ,及 个 可 能 , 选 定之 
后 ,as 选 时 有 一 1 个 可 能 ,这 样 下 去 就 可 以 得 到 n(n 一 1)…2。1 = z! 个 不 同 的 
置换 . 因此 有 : 

定理 2 n 次 对 称 群 S, 的 阶 是 n1. 

设 M = {a1, as，*…, Qn), 对 任意 E S,, 用 一 张 表 来 表现 M 的 每 个 元 素 
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ai(1i 过 9 在 f 之 下 的 像 f(a;), 也 即 可 将 了 表示 为 
i az i au | 

[ps flas) … Fa) 有 
当然 ,对 于 每 个 置换 f, 也 可 以 表示 为 

| az a oo 加 | 

flas) Ga) … Fa 上 
所 以 ,在 表示 f 时 ,M 中 的 元 素 只 起 到 记号 的 作用 ,为 了 更 简洁 地 表示 S, 的 元 
素 ,不 妨 假定 M = {1，2，…， n}, 此 时 S, 的 元 素 f 就 可 以 记 为 


(6 a 可 ged): 


所 以 ,有 时 M 的 置换 叫做 排列 例如， 二 (。 3) 为 {1，2， 3 4) 的 一 个 
排列 ， 

例 3 写 出 S, 的 所 有 元 素 ,并 证 明 S, 是 非 交 换 群 . 

解 S, 共有 6 个 元 : 
Gs a) ls 
又 了 Ce 
骨 5 

Gs (i 

故 S, 不 是 交换 群 . 


定义 3 设 /E S,, 如 果 f(@s) == a, f(as) =a6s Fe) 一 ou， 
as) = aa， 而 M 中 其 余 的 元 素 都 不 变动 ,这 样 的 一 个 了 就 则 做 一 个 & 阶 循环 
置换 (循环 排列 ) ,用 (au as …as ) 或 (as aa …aias) 表示 .车 f= (aiai), 则 了 
则 做 一 个 对 换 . 

显然 ,一 阶 循环 置换 就 是 S, 的 便 等 置换 1, 所 以 I 二 (1). 


EW 让 
例 4 【人 


=(123)=(231)= (3 
) ( )=( ) = (3 12), 
a 


:I 
( )=®=®= = = 9, 
1 2 .346 
12345 

二 (1 2), 这 是 一 个 对 换 . 
(0s 这 是 一 个 对 换 
人 人 Te 全 
35413 \3241 5/\l5342 


一 (134)(2 5). 

一 般 有 : 

定理 3 每 一 个 ”元 的 置换 都 可 以 表示 成 若干 个 互相 没有 公共 数字 的 循环 
置换 的 乘积 . 

证 用 归纳 法 证 明 . 设 FE 5,, 如 果 了 = 了 则 三 = (1), 所 以 此 时 定理 成 
立 . 假定 当 f 的 变动 元 素 的 个 数 小 于 等 于 -一 1 时 定理 成 立 ,下 面 证 明 f 的 变动 
元 素 个 数 为 r 时 定理 也 成 立 . i 

任 取 置换 f 的 一 个 变动 元 吝 记 ,假定 f (3)=i, 了 (i) = …， 
Ga) = zl，… 因 A 为 有 限 集 , 所 以 必 有 王 ，…， 关 互 不 相同 , 而 zx+l 与 
， "ih 中 某 一 个 相同 . 现在 要 证 ir 一 于. 因为 


人) 一 (ia) 一 让， (Gili) 一 有 


所 以 记 ， 记 ，…，, 襄 分 别 是 记 ， is，…，, i 在 f 之 下 的 像 , 由 于 了 是 一 个 置换 , 故 
站 在 了 之 下 的 像 不 能 是 ja, is，…，, i 中 任何 一 个 ,这 就 是 说 ii 在 了 之 下 的 像 
+1 只 能 是 刘 ， 

又 因为 了 变动 ~ 个 元 素 , 所 以 & 和 7, 如 果 k = ~, 则 三 就 是 一 个 循环 置换 . 
如 果 上 二, 那么 


f i i nin "| 
2 2 2 $ 71) 。 71) 站 
Sg: Br Le 1 Lt Sy Lr 
人 
= (i i i) | 5 a 3 
i 
= (iisii)g, 
其 中 和 
ge=|. A 人 


由 于 g 只 使 r 一 k(r 一 hk 过 7) 个 元 变动 ,由 归纳 法 的 假定 ,g 可 以 写成 没有 公共 数 
字 的 循环 冒 换 的 乘积 
8 = hp 
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在 这 六 之 中 ,和 is，…, 不 会 出 现 ,否则 
i 二 大 


那么 is 同 ia 不 会 再 在 其 余 的 了 中 出 现 ,g 也 必然 会 使 一 is, 但 g 是 使 is 不 变 
的 ,这 是 一 个 矛盾 . 这 样 f 就 是 没有 公共 数字 的 循环 置换 的 乘积 


f = (ii) np 

推论 ”每 个 置换 都 可 以 表示 为 若干 个 对 换 的 乘积 . 

证 先 证 明 每 个 循环 置换 可 表示 为 若干 个 对 换 的 乘积 . 设 了 是 一 个 4 阶 循 
环 置 换 , 二 (iis*…ii). 

当 k=1 时 , f= (2) = (i) (iil)s 

当 k2 时 ,f= Cid) = (ai) (i). 

而 由 定理 3, 每 个 置换 又 可 以 表示 为 若干 个 没有 公共 数字 的 循环 置换 的 乘 
积 , 故 推论 得 证 . 

例 4 用 循环 置换 的 方法 写 出 S, 的 全 体 元 素 . 

解 S, 有 24 个 元 素 ,它们 是 : 

(GD 

(12), (13), (14), (23), (24), ，(34) 

(123), (124), (132), (142), (134), (143), (234), (243); 

(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432); 

(12) (34), (13)(24), (14)(23). 


第 三 节 子 群 


一 、 子 群 的 定义 及 其 判别 法 


在 研究 一 个 群 的 构造 时 ,通常 通过 群 的 子 集 去 刻画 整个 群 的 性 质 ,为 此 需要 
介绍 子 群 的 概念 , 子 群 的 概念 本 身 也 揭示 了 群 的 结构 性 质 . 

定义 一 个 群 C 的 非 空子 集 妃 , 如 果 五 对 于 G 的 结合 法 成 为 一 个 群 , 那 
么 甩 就 叫做 G 的 一 个 子 群 , 记 为 HG. 如 果 理 基 G, 则 电 是 G 的 真子 群 , 记 
为 H<G. 

例 1 整数 集 对 于 加 法 形成 的 群 是 有 理 数 集 对 于 加 法 形成 的 群 的 子 群 . 

例 2 设 昌 = {(1), (123), (132)}, 则 互 是 Ss = {(1), (12), (13)， 
(23)，(123)(132) }》 的 一 个 子 群 . 

例 3 G 是 一 个 群 ,e 为 G 的 单位 元 ,那么 H= {e) 和 G 是 G 的 子 群 ,一 般 
这 两 个 子 群 叫做 G 的 平凡 子 群 ,G 的 其 他 子 群 叫 做 G 的 真子 群 . 
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一 个 群 的 子 群 有 以 下 性 质 : 

定理 1 设 电 是 群 G 的 子 群 , 则 

(1) 互 的 单位 元 就 是 G 的 单位 元 ; 

(2) H 中 元 a 的 逆 元 也 就 是 a 在 G 中 的 逆 元 . 
证 (1) 设 e 及 e 分 别 是 H 和 G 的 单位 元 , 则 


eel 一 elel 一 el. 


由 于 方程 ye = e 在 G 中 有 且 只 有 一 个 解 , 故 。 一 ea 
(2) 设 a € 有 HH, 4a 在 H 中 的 逆 元 是 a', a 在 G 中 的 道 元 为 ae 一, 则 


/ -1 
aa 一 aa =e. 


由 G 的 乘法 消去 律 知 a… = ao. 

下 面 讨 论 子 集成 为 子 群 的 条 件 . 

定理 2 群 G 的 非 空子 集 有 HH 成 为 其 子 群 的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) 若 a,b€ H, 则 ab € H; 

(2) 若 ae H, 则 an € H. 

证 必要 性 是 很 显然 的 ,因为 H 成 群 ,(1)(2) 是 必然 成 立 的 ,下 面 来 证 明 充 
分 性 ,由 于 (1), 有 H 是 闭合 的 ,结合 律 在 G 中 成 立 , 当 然 在 中 成 立 . 由 (2) ,假如 
砷 包含 a,H 也 包含 a ,因此 日 包含 a，a7' =e, 即 eeE 五, 于 是 万 成 群 ,所 
以 定理 成 立 . 

把 上 面 定理 的 两 个 条 件 合并 成 一 个 ,就 得 到 : 

定理 3 群 G 的 非 空子 集 砷 成 为 其 子 群 的 充分 必要 条 件 是 :车 4a, bE€ H， 
那么 .6E H. 

证 先 证 明 由 定理 2 中 (1), (2) 成 立 ,得 到 定理 3 成 立 . 假定 ae 五 , 5E 
昌 , 由 (2) 得 到 洲 ' 包 瑟 , 再 由 (1) 得 到 ab GE HH. 反 过 来 ,如 果 a € H, bE H， 
则 a，a =e € 日, 也 就 有 e*a"' € H, 即 a € H. 同 理 和 6E 日, 所 以 
a (b=a€EH. 

特别 地 , 当 互 是 非 空 有 限 子 集 时 , 它 成 为 子 群 的 充分 必要 条 件 是 定理 2 中 
的 条 件 (1); a, b € HH, a bE H. 因为 这 时 ,可 以 用 消去 律 来 代替 群 定义 中 条 
件 (3)，(4) ,消去 律 在 G 中 成 立 , 因 此 在 互 中 也 同样 成 立 . 

例 4 由 实数 组 成 的 所 有 n 阶 满 秩 矩 阵 对 乘法 成 为 群 ,叫做 R 上 的 n 阶 线 
性 群 ,用 GL(n, R) 表 示 , 这 里 的 R 表示 实数 集 . 那么 GL(n, R) 中 所 有 行列 式 为 
1 的 矩阵 ,成 为 其 子 群 ,用 SL(n，R) 表 示 . 这 是 因为 A, Be SL(n, R). 1|A|= 
1,1B|=1,|1AB1=|AI|IB|=1, 故 AB€ SL(n, R), | 4- |=1, 故 
Am E SL(n, R). 所 以 SL(n, R) 是 GL(n, R) 的 子 群 . 
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关于 子 群 ,我 们 还 有 : 

定理 4 设 G 是 一 个 群 , Hi(iE 了) 为 G 的 于 群 , 则 昌 一 1H, 是 G 的 
子 群 

证 设 a,5E 万 , 则 ao, 2 属于 每 个 吾 , 所 以 ab 属于 每 个 Hi, 即 a5 
EHi, 由 定理 3 知 世 也 是 G 的 子 群 . 

定理 4 说 明 一 个 群 的 任意 多 个 子 群 的 交集 仍然 是 一 个 子 群 ,但 需要 注意 的 
是 任意 两 个 子 群 的 并 集 一 般 不 成 群 


二 、 交 代 群 


下 面 介绍 对 称 群 的 重要 子 群 一 一 交代 和 群 . 

在 本 章 第 二 节 中 讨论 置换 时 知道 ,每 个 置换 可 以 表示 为 若干 个 对 换 的 乘积 ， 
一 般 说 来 ,其 表示 的 方法 不 是 惟一 的 . 

例如 (123) = (13)(12) = (32)(12) = (12)(31). 虽然 如 此 , 却 有 下 面 的 
定理 . 

定理 5 如 果 把 一 个 置换 用 对 换 的 乘积 来 表示 ,那么 对 换 因 子 的 个 数 是 偶 
数 或 奇数 是 一 定 的 . 

证 设 ” 个 数 ai，az，…，a, 的 函数 


al a Qn 
下 一 | qi oz a |= TI (a) 
2 aci<jcn 
本 人 
= (a 一 an) 
9 
* (qn-2 一 an) (dz 一 ao-1) 


。， (oa 一 an) (ai 一 as- ) (ai 一 az) 


下 也 可 写成 
下 = (ar—ad) [| a:—a) a;—ad)f, 


ht 

这 里 /不 包括 as 及 ai. 在 下 上 施行 对 换 (asa1), 这 时 及 (a; 一 ai)(ai 一 a1) 都 

不 变动 ,但 a 一 a! 变 了 符号 ,因此 下 换 成 了 一 F. 也 就 是 说 ,在 下 上 施行 任 一 个 对 

换 ,F 下 就 改变 了 符号 . 因此 在 下 上 施行 偶数 个 对 换 ,结果 仍 是 下 ,在 F 上 施行 奇 

数 个 对 换 , 结 果 是 一 F. 而 在 下 上 施行 一 个 置换 的 结果 是 一 定 的 ;因此 一 个 置换 
LS 


不 能 同时 表 为 偶数 个 对 换 的 乘积 ,又 表 为 奇数 个 对 换 的 乘积 ,因此 定理 得 证 . 
定义 2 一 个 置换 , 它 的 对 换 因子 的 个 数 如 果 是 偶数 ,就 叫做 偶 置换 ,如 果 
是 奇数 就 叫做 有 置换 . 
一 个 偶 置换 与 一 个 奇 置换 的 乘积 是 奇 置换 ,两 个 偶 置换 或 两 个 奇 置换 的 乘 
积 都 是 侦 置换 . 便 等 置 换 是 偶 置 换 . 一 个 循环 置换 , 它 所 含 数字 的 个 数 如 果 是 偶 
数 就 是 奇 置换 ,如 果 是 奇数 就 是 偶 置换 ,这 是 因为 


(12345…m) 一 (12)(23)…(z 一 1 nn). 


两 个 偶 置换 的 乘积 仍 是 偶 置 换 , 而 且 便 等 置换 是 偶 置换 ,因此 有 

定义 3 nn 次 对 称 群 S, 中 所 有 偶 置换 成 为 S, 一 个 子 群 , 岂 做 nn 次 交代 群 ， 
用 A, 表示 . 

A, 是 S, 中 一 个 非常 重要 的 子 群 . 当 用 S, 中 某 一 奇 置换 乘 其 中 所 有 偶 置换 
时 就 得 到 互 异 的 奇 置换 ,因此 S, 中 偶 置 换 不 多 于 奇 置 换 . 同样 地 ,S, 中 奇 置 换 
也 不 会 多 于 偶 置 换 ,所 以 S, 中 偶 置 换 与 奇 置换 个 数 相等 . 又 因为 | S, |=n!， 
所 以 有 


= 型 
14.1= 型. 
例 5 S; = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}, 
A; = {(1), (123), (132)}, 
A, = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (124), (134), 
(234), (132), (142), (143), (243)}. 


三 、 子 集 生成 的 子 群 


一 个 群 到 底 有 多 少 个 子 群 ? 子 群 的 构造 如 何 ? 这 是 群 论 中 主要 问题 之 一 . 
下 面 学 习 一 种 找 一 个 子 群 的 一 般 方 法 . 

设 M 为 群 G 的 一 个 非 空子 集 , 当 然 M 不 一 定 成 群 ,因为 M 中 任意 两 元 的 
积 及 任意 元 的 逆 虽 然 都 在 G 中 ,但 却 不 一 定 都 在 M 中 . 但 是 可 以 把 M 扩大 一 
些 , 而 得 到 一 个 包含 M 的 子 群 . 

把 M 的 元 以 及 这 些 元 的 逆 作 各 种 乘积 ,例如 ab，a !'c, Wa-'c '，d 等 等 ， 
作成 一 个 集合 也 ,让 它 刚好 包含 这 些 乘 积 . 因为 两 个 这 样 的 乘积 仍 是 这 样 的 乘 
积 ,一 个 这 样 乘积 的 逆 元 也 是 这 样 的 乘积 , 故 妃 就 是 一 个 子 群 . 换 句 话说 , 昌 就 
是 M 添加 其 元 的 乘积 及 逆 , 当 添加 一 旦 成 群 后 ,就 不 再 添加 . 所 以 五 就 是 G 中 
包含 M 的 最 小 子 群 . 

定义 4 如 上 得 到 的 互 岂 做 由 M 生成 的 子 群 ,用 (M) 表 示 它 . 

例 6 由 (1234), (12)(34) 生 成 的 群 
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Ds 一 ((1234)，(12)(34)》 
= {(1), (13), (24), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1432), (1234)}. 


Ds 是 一 个 8 元 群 ,叫做 二 面体 群 ,是 一 个 常见 的 群 . 
第 四 节 循 环 群 


一 、 循环 群 的 概念 及 构造 


第 三 节 介 绍 了 由 子 集 生成 的 子 群 ,假如 取 一 个 只 包含 一 个 元 a 的 子 集 ,那么 
由 它 生成 的 子 群 又 会 有 什么 特性 呢 ? 这 就 是 这 一 节 要 介绍 的 循环 群 . 

定义 1 设 G 是 一 个 群 ,如 果 存 在 G 的 一 个 元 a 使 得 G = (a), 则 G 岂 做 
一 个 循环 群 ,并 且 a 叫做 G 的 生成 元 . 

也 常用 (4) 表示 (a), 此 时 G = (a) 中 元 的 一 般 构造 是 a 的 所 有 乘 短 a", 而 
且 这 时 a"。a" 一 .an ， a 一 ce， a™ = (a)", 


例 1 整数 加 群 是 一 个 循环 群 ,1, 一 1 都 是 它 的 生成 元 , 即 


Z= (1) = (一 1). 
例 2 As 是 元 数 为 3 的 循环 群 ,(123)，(132) 都 是 它 的 生成 元 , 即 
As = ((123)) = ((132)). 


循环 群 在 群 中 构造 是 最 简单 的 ,并 且 是 最 基本 的 . 下 面 讨论 循环 群 (a) 的 
构造 . 

假定 a 的 所 有 乘 短 都 互 不 相等 , 即 当 i 关 j 时 , a’ 关 a', 这 时 循环 群 (a) 是 
由 下 面 的 元 组 成 的 : 


“a,a’,a!l,a,al,a, 


它 是 无 限 群 . 
假定 a 的 乘 寡 中 有 相等 的 ,并 且 记 之 & 时 ,ao 一 a*, 这 时 有 


as 一 e， h—k>0, 


这 就 是 说 a 的 正 的 次 寡 中 有 一 个 是 单位 元 . 如 果 nn 是 使 2" 二。 成 立 的 最 小 正 整 
数 , 那 么 a", a' ,…，, a" 彼此 互 不 相同 . 这 是 因为 假如 存在 i, j, a' 二 a’, 那么 
有 ao =e, 0 二 i 一 j 二 n. 这 就 与 前 面 假设 的 ”是 最 小 正 整数 相 矛 盾 . 再 假如 
把 任意 正 整数 mm 写成 
m= qn+r (0<r<n), 
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那么 就 有 a"=a"t=a"ea =(a) .a =er*a=a 
所 以 a 的 任意 乘 军 都 与 a , a' ,a?,，…, a” 中 某 一 个 相等 . 因此 循环 群 (a) 的 元 
只 有 个 : 


a al, a a" 


它 是 一 个 有 限 群 ,元 数 是 nn. 

定义 2 假如 a 的 任意 两 个 乘 寡 都 不 相等 ,就 说 a 的 阶 是 无 穷 的 . 假如 a 的 
乘 才 中 有 相等 的 ,n 是 使 a” 二。 成立 的 最 小 正 整数 ,就 说 a 的 阶 数 是 ”. 

例 1 中 ,1 及 一 1 的 阶 都 是 无 穷 的 , 例 2 中 A: 的 元 (123) 的 阶 数 是 3, 这 是 因 
为 (123)? = (1)=e. 

群 的 单位 元 的 阶 数 是 1. 

关于 元 的 阶 数 还 有 以 下 重要 结论 : 

若 a 的 阶 是 无 穷 的 ,那么 当 a" = 二。 时 , n = 0. 若 a” = a’ 成 立 , 其 充分 必要 
条 件 是 一 s. 

车 a 的 阶 数 是 n, a" = e, 若 a" = e, 则 m 应 是 n 的 倍数 , 即 z|mm. 这 是 因为 
加 二 qn 十 r; 0 过 +r 过 n. 于 是 


r=m—qn, 0 一 ar 一 ar。(a) 一 ee 一 e， 


所 以 a =e. 又 因为 a 的 阶 数 是 n, 所 以 r = 0, 故 m == qn. 而 ar =a: 的 充分 必 
要 条 件 是 7 三 s(n). 这 是 因为 a = a', 所 以 7 一 s 二 qn, 故 r 三 sbn). 反 过 来 ， 
当 r 三 s(n) 时 ,r= 二 qn 十 s, 当然 有 ar = a'. 

于 是 由 以 上 的 讨论 ,有 

定理 1 一 个 循环 群 (a) ,假如 a 的 阶 是 无 穷 的 ,那么 (a) 是 无 限 群 : 


(a) 一 (人 aa ay， al eal). 
假如 a 的 阶 数 是 ,那么 它 是 元 数 等 于 的 有 限 群 : 
(a) 一 (aa ya， ea"!)}, a"=a". 
通过 以 上 的 讨论 ,就 清楚 了 循环 群 的 基本 构造 ,下 面 讨论 循环 群 的 子 群 . 
二 、 循环 群 的 子 群 


定理 2 循环 群 () 的 子 群 是 循环 群 . 
证 设 G 是 由 元 a 生成 的 循环 群 , G= (a), HH 是 G 的 子 群 . 如 果 
五 = {e}, 即 五 是 单位 元 群 ,那么 显然 H 是 一 个 循环 群 . 
如 果 互 取 {e}, 任 取 a* € 万 ,上 且 a* 关 e, 由 于 甩 是 G 的 子 群 , 故 a* 的 逆 元 
a*€ ,由 a* 关 e 知 k 关 0, 所 以 一 k 与 & 之 中 必 有 一 个 为 正 整 数 , 故 有 中 必 
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含有 短 & > 0 的 元 a. 假设 a" 是 H 中 a 的 最 小 正 宕 ,下 面 证 明 H = (a”). 

设 a’ 为 HH 中 任意 元 ,由 s==m 十 l, 0 委 ! 一 mm 有 对 一 ar 二 a'。 (a")™ 
也 是 厅 中 的 元 ,这 与 m 的 取 法 矛盾 ,所 以 只 有 /二 0, 即 a’ 一 (a”")', 这 就 是 说 
旦 中 任意 元 是 a” 的 乘 寡 , 也 即 H 只 含 a” 的 任意 乘 寡 . 故 日 是 由 a" 生成 的 循 
环 群 , 即 及 = (a"). 定理 得 证 . 

因为 G 中 任意 元 的 m 乘 蜂 都 是 a” 的 乘 短 , 所 以 甩 又 可 以 看 成 是 由 G 中 各 
元 的 m 乘 塞 组 成 的 子 群 . 

假如 a 的 阶 是 无 穷 的 ,a" 的 阶 也 是 无 穷 的 ,于 是 日 由 下 面 的 元 组 成 : 


(a")’ = €, at™, at™, atm, «» 


这 时 它 是 无 限 群 . 

假如 a 的 阶 数 是 n, 即 a" 一 e, 因为 a” 是 互 中 a 的 最 小 正 舞 ,而 a" € H， 
所 以 mln, 令 n= 二 qm, 因为 (a")* 一 am 一 a" = e, 所 以 a" 的 阶 为 9, 于 是 五 只 
包含 下 面 的 g 个 元 : 


Qs a", a™, ,ar De, 


所 以 这 时 H 是 元 数 为 g 的 有 限 群 . G 中 元 数 为 g 的 子 群 显然 只 是 由 a”" 生成 的 ， 
因此 G 只 有 惟一 一 个 4 元 子 群 . 
于 是 ,无 限 循环 群 有 无 穷 多 个 子 群 .元 循环 群 的 子 群 的 个 数 等 于 n 中 互 异 


正 因数 的 个 数 , 这 是 因为 G 的 子 群 五 的 元 数 为 二 ， a" 为 日 中 a 的 最 小 正 寡 . 


循环 群 的 两 个 子 群 是否 相 等 ,有 下 面 的 定理 ， 

定理 3 循环 群 G 一 (a) 是 无 限 群 ,那么 它 的 两 个 子 群 (a") ，(a') 相 等 的 充 
分 必要 条 件 是 = 土 ;. 

证 车 r= 土 s, 由 于 G 是 无 限 群 , (a”) = (a’) 是 成 立 的 ,因而 充分 性 是 成 
立 的 . 

对 于 必要 性 , 若 (a”) = (a’), 那么 (or) 中 的 元 ar 应 由 a 生成 , 即 
a 二 (a 二 a*, 故 r= 二 史 , 同 理 ; = ri. 于 是 ;= Kl, 得 到 k= 1, 由 于 这 里 
的 &，! 均 是 整数 ,故人 一 / = 土 1, 于 是 r = 土 s. 定理 得 证 . 

定理 4 假如 G = (a) 是 有 限 的 n 阶 循环 群 ,那么 它 的 两 个 子 群 (a’),，(a’) 
相等 的 充分 必要 条 件 是 (7r, n) = (s, nn). 

证 ”对 于 充分 性 ,因为 (a”) = (oa) ,所 以 ar = (a')*, 于 是 ar。a* 一 e, 所 
以 a™* 二 6. 又 因为 (a) 的 阶 为 n, 所 以 7r 一 史 二 nh, 于 是 (s, nn)|r, 因 此 
(s， nn)1(r, n), 同 理 有 (r, n)|(s, n), 于 是 (s, n) = (r, nn). 

对 于 必要 性 ,车 (7, n) 二 (s, n), 那么 (s, nn) 17, 于 是 7 一 耀 一 nh 中 的 k， 
这 两 个 整数 是 存在 的 , 即 r==sk 十 nh 成 立 , 于 是 
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a’ = (att*) =a* ,av = (a)t, 


所 以 we (a'), 同 理 有 a' E (w), 故 (a) = (a). 定理 得 证 . 
第 五 节 子 群 的 陪 集 


一 、 子 集 的 乘积 


这 一 节 里 ,要 利用 群 G 的 一 个 子 群 来 作 G 的 分 类 , 先 介绍 群 的 两 个 子 集 冬 
积 的 概念 . 

定义 1 设 A,B 是 群 G 的 两 个 非 空 子 集 , 集 合 {ab | a € A, bE B) 则 做 
A 与 了 的 乘积 ,或 简称 为 A, B 的 积 , 记 作 AB, 即 


AB= {wl|a€ A,beB). 
例如 , 取 群 S, 的 子 集 A = {(12)}, B = {(12), (13)}, 则 
AB = {(12)}{(12), (13)} = {(1), (132)}. 


对 于 群 的 三 个 子 集 A, B,C 的 乘积 ,由 定义 有 AC(BC) = (AB)C, 这 是 因为 
当 任 意 a€ A, bE€ B, cE CH 时, a(be) € A(BC), 而 a(&)= (ab)c € (AB)C, 
所 以 A(BC) E (4B)C, 同 理 (AB)CC A(BC), 所 以 A(BC) = (AB)C. 这 也 
就 是 说 , 群 中 子 集 的 乘积 是 满足 结合 律 的 . 当 H 是 子 群 时 , HH = H. 

当 A, B 是 群 G 的 子 群 时 ,AB 不 一 定 成 群 ,那么 AB 成 群 的 条 件 是 什么 呢 ? 
有 下 面 的 定理 . 

定理 1 群 G 的 子 群 A, B 的 乘积 AB 成 群 的 充分 必要 条 件 是 A, 已 可 以 
交换 , 即 AB = BA. 

证 .假设 AB = BA, AB 中 任意 元 ab 的 逆 元 pa 就 在 BA 中 ,由 于 
AB = BA , 故 abg 的 逆 在 AB 之 中 .又 因为 ABAB = AABB = AB , 这 表明 AB 
中 任意 两 元 的 乘积 仍 在 AB 中 ,于 是 AB 成 群 . 

当 AB 成 群 时 , 设 a, 5 分 别 为 A, B 之 中 的 任意 元 .由 于 BA 中 元 ba 是 AB 
中 的 元 a-'b-! 的 逆 , 故 bx € AB, 所 以 BA CAB. 又 因为 (ab)"' E AB, 令 
(ob) 一 ab, 于 是 b= 二 iar' € BA, 故 AB CS BA, 所 以 AB 二 BA, 即 A， 
B 可 交换 . 定理 得 证 . 

以 上 定理 需要 说 明 的 是 , AB = BA , 实际 上 是 它们 互相 包含 ,因为 a, 5 是 
A，B 中 元 时 ,ab 不 一 定 等 于 ba, 而 是 b= 二 ba',a E€ A,b EB, 或 者 9 一 
ba ao EAI EB. 

当 G 是 交换 群 时 , AB 二 BA 是 一 定 成 立 的 , 故 交换 群 的 两 个 子 群 的 乘积 仍 
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是 G 的 一 个 子 群 . 
特别 地 , 当 B 或 A 是 包含 一 个 元 的 子 集 时 ,将 AB 记 为 


AB=aB, A= {a}. 


二 、 左 ( 右 ) 陪 集 及 陪 集 分 解 


定义 2 设 妃 是 群 G 的 一 个 子 群 ,a 是 G 的 任意 一 个 元 ,那么 集合 cHCHa)， 
岂 做 G 中 矿 的 左 ( 右 } 陪 集 . 

当 G 为 加 群 时 ,G 中 的 左 ( 右 ) 陪 集 记 为 a 十 H(H 十 a). 

例 1 G= 5S;, 取 G 的 子 群 H ={(1), (12)}， 
HH 的 左 陪 集 


(13)H= 1{(13), (123)}, (23)H = {(23), (132)}, (DH = {(1), (12)}; 
五 的 有 陪 集 
H(13) = ((13)，(132) )， H(23) = {(23), (123)} = H(132). 


一 般 说 来 , 群 的 子 群 的 左 、 右 障 集 不 一 定 一 致 ,但 当 G 是 交换 群 时 ,一 定 有 
aH = Ha，, 故 在 交换 群 里 , 陪 集 就 不 用 分 左右 了 . 

对 于 群 G 的 子 群 的 不 同 陪 集 aH 与 5H 有 : 

定理 2 设 妃 是 群 G 的 一 个 子 群 , 任 取 a, bE G, 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) apE HH 

(2)6=ah,h€H; 

(3)bEaH; 

(4) aH = bH. 

证 (1)=>(2) ;假设 (1) 成 立 , 即 a bE 日 , 则 存在 h € 晶 , 使 得 ao- 一 人 
所 以 5 = ah 成 立 . 

(2) 过 (3) :假设 (2) 成 立 , 即 存在 h € 五, 使 得 5 二 oh, 由 aH 的 定义 知 ， 
bE aH, 即 (3) 成 立 . 

(3) 一 (4) :假设 (3) 成 立 , 即 5b € aH，, 则 存在 h € HH, 使 得 = ah，, 任 取 
cE bH, 则 有 c= hi1, hi € 日 , 所 以 c= ahh 二 a(hh1) € aH, 所 以 bH 导 
aH, 同 理 aH CbH, 因此 aH = 6bH , 于 是 (4) 成 立 . 

(4) 一 (1): 假 设 (4) 成 立 , 即 aH = 6bH, 显然 会 有 b= be € bH, 所 以 
b € a 有 ,因而 存在 h € H, 使 得 b= 二 ah, 故 a'b= 二 hE€ H, 即 a'b€H. 

综 上 所 述 ,(1)，(2)，(3) ，(4) 等 价 . 

再 分 析 例 1, 写 出 S; 的 子 群 昌 的 全 体 右 陪 集 为 


HG) = {(), (12)} = H(12), 
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H(13) = {(13), (132)} = H(132), 
H(23) = {(23), (123)} = H(123). 


如 此 这 样 , 子 群 五 把 整个 群 G 分 成 互 (1), H(13), 有 H(23) 三 个 不 同 的 右 陪 集 ， 
这 三 个 右 陪 集合 在 一 起 显然 正 是 G, 因 此 可 以 说 它们 是 G 的 一 个 分 类 . 对 于 左 陪 
集 也 有 类 似 情形 . 

对 于 一 般 的 情况 ,因为 G 中 任意 元 a 一 定 会 出 现在 H 的 左 陪 集 aH 中 , 假 
如 左 陪 集 aH, BH 有 公共 元 ah = 拟 ;， 那么 a15 二 加 及 ! € 日, 由 定理 2 有 
aH = bH. 这 就 是 说 ,G 中 任意 两 个 左 陪 集 或 者 重合 或 者 没有 公共 元 . 于 是 G 
可 以 分 解 为 若干 个 互 异 的 左 陪 集 a:H, i 二 1, 2,…, 即 

G=awHUaHU…UaHU… 


以 上 的 分 解除 了 aiH 的 顺序 外 是 惟一 的 ,但 ai 不 是 惟一 的 . 
同 理 ,G 也 可 以 惟一 地 分 解 为 若干 互 异 的 右 陪 集 Hbi, i = 1，2，…， 即 


G= Hb U Hb; U …. 


一 般 地 ,用 同一 个 子 群 把 群 分 解 为 左 陪 集 与 右 陪 集 时 ,其 结果 是 不 相同 的 ， 
关于 群 的 左 、 右 陪 集 分 解 有 以 下 重要 关系 . 
定理 3 设 厅 是 群 G 的 子 群 ,G=aHUaHU…UaHU…, 则 


G= Har U Ha? U…U Ho U…. 

证 要 证 明 G 可 以 进行 G = Han U Ho U … 的 右 陪 集 分 解 , 则 只 要 证 
明 任意 元 g € G, 而 g 在 某 个 右 陪 集 Ha 中 ,并 且 任 意 两 个 右 陪 集 
Har' ，Ha7! 都 不 相等 . 

首先 因为 g € G, 故 5 一 E G, 于 是 g "在昌 的 某 个 左 陪 集 a:;H 中 ,于 是 存 
在 hE€ HH, 使 得 g7' 二 ah, 所 以 g 二 有 rar € Ha 

如 果 五 的 两 个 右 陪 集 Ha7' 与 Ha7 ?相等 ,由 定理 2, ar'a; € HH, 因而 有 
aiH = a;H , 而 这 是 与 假设 不 合 的 ,所 以 Ha 与 Ha 站 是 不 相等 的 右 陪 集 . 因此 
定理 得 证 . 

三 、Lagrange( 拉 格 朗 日 ) 定 理 


由 定理 3, 我 们 得 知 {a1 ，a ，…} 与 {of ,az'，…} 的 元 有 相等 的 数目 , 故 一 个 
子 群 如 的 左 陪 集 的 个 数 与 右 陪 集 个 数 是 相等 的 ,或 者 无 限 大 ,或 者 有 限 且 相等 . 
定义 3 一 个 群 G 的 一 个 子 群 互 的 相 异 左 ( 右 ) 了 路 集 的 个 数 ,叫做 互 在 G 中 
的 指标 ,用 记号 1G : 了 HI 表示. 
例 2 交代 群 A, 对 于 Klein( 克 莱茵 ) 四 元 群 B, = ((1)，(12)(34)， 
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(13)(24)，(14)(23)} 的 左 陪 集 分 解 为 A, = Bs U (234)B, U (243)B,; 

右 陪 集 分 解 为 A, = B, U B;(234) U B,(243). 而 且 | A, : B, |= 3. 

例 3 G 是 整数 加 群 , 取 子 群 玉 二 {2n |n€ Z),G 的 日 的 右 陪 集 分 解 为 G 
= (H+0) U (H+1),|G:H|=2. 

定理 4 Lagrange 定理) 设 是 有 限 群 G 的 一 个 子 群 , 则 及 的 阶 整 除 G 
的 阶 . 

证 因为 G 可 以 分 解 成 1G : HI 个 H 的 左 陪 集 ,而 每 个 左 陪 集 所 含 元 素 的 
个 数 与 甩 的 个 数 是 相同 的 , 即 每 个 左 陪 集 有 | 五 | 个 元 ,因此 有 


1GI=| HIIG:H|], 


那么 | 五 | 当然 整除 |G|. 定理 得 证 . 

由 定理 4, 可 以 得 到 以 下 重要 推论 . 

推论 1 有 限 群 G 的 每 一 个 元 的 阶 数 整除 G 的 阶 . 

证 设 a 为 G 的 元 ,由 a 生成 一 个 阶 为 n 的 G 的 循环 子 群 瓦 ,由 定理 4, 有 
IH| 整 除 1G|, 即 n 整除 1G|. 

推论 2 设 G 是 一 个 有 限 群 ,G 的 阶 是 一 个 素数 p, 则 G 没有 异 于 单位 元 群 
的 真子 群 . 

证 假定 互 是 G 的 一 个 子 群 , 则 | 五 | 整除 1G| ,已 知 1G| 是 一 个 素数 p, 所 
以 1G| 的 因数 只 有 1 和 ,因而 |HI 为 1 或 ,从 而 推论 得 证 . 

推论 3 一 个 素数 阶 的 有 限 群 一 定 是 循环 群 . 

证 任 取 a€ G, 则 |(a) | 整除 |G| 得 p, 为 素数 ,又 | (a) | 1, 故 | (a)|= 
力 , 所 以 G = (a). 

PP" 元 循环 群 只 有 n 个 真子 群 ,一 般 元 数 是 素数 p 的 塞 的 群 叫做 pp- 群 ,例如 
B, 是 一 个 2- 群 。 

Lagrange 定理 提供 了 一 个 确定 有 限 群 的 子 群 的 方法 . 

例 4 求 出 S; 的 所 有 子 群 . 

因为 | S; |= 6, 由 Lagrange 定理 ,S; 的 子 群 的 阶 只 能 是 1, 2, 3, 6. S; 的 
1 阶 子 群 是 H 二 {(1)}; S; 的 2 阶 子 群 有 : H, = {(1), (2)}, H, = {(1)， 
(13)}, Hs 二 {(1), (23)}; S, 的 3 阶 子 群 有 : Hs = {(1), (123), (132)}; S 
的 6 阶 子 群 是 S; 本 身 . 因此 S; 有 6 个 子 群 . 

但 是 ,Lagrange 定理 的 逆 不 成 立 , 即 并 非 对 1G| 的 每 一 个 正 因数 m 都 存在 
有 限 群 G 的 m 阶 子 群 .例如 4, 是 12 阶 群 ,6 是 12 的 因数 ,但 是 A, 不 含 6 阶 子 
群 . Lagrange 定理 的 逆 对 于 循环 群 是 成 立 的 ,而 且 对 于 交换 群 也 是 成 立 的 . 关于 
以 上 的 论述 ,下 面 有 定理 : | 

定理 5 《Sylow( 西 洛 ) 第 一 定理 ) 假 定 有 限 群 G 的 元 数 是 x, p 是 素数 ,并 
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且 p"|n, 那 么 G 有 p" 元 子 群 , 当 为 最 大 时 指数 时 ,这 p" 元 子 群 叫做 G 属于 p 
的 Sylow 子 群 ,简称 为 p-Sylow 子 群 . 

定理 5 的 证 明 留 在 以 后 的 章节 中 给 出 . 

例如 A, 的 元 数 n = 12 一 2*。3, 那么 它 的 2-Sylow 子 群 是 B,, 它 的 3-Sy- 
low 子 群 是 由 (123)，(134)，(142)，(234) 生 成 的 4 个 3 元 循环 群 . 


第 六 节 ”正规 子 群 ” 商 群 


一 、 正 规 子 群 


一 个 群 G 的 子 群 H 的 左 陪 集 aH 未 必 等 于 右 陪 集 Ha ,但 是 群 的 正规 子 群 
有 这 样 的 性 质 :任意 a € G, aH = Ha. 正规 子 群 是 非常 重要 的 子 群 ,在 讨论 群 
时 ,几乎 处 处 需要 它 . 

定义 1 设 甩 是 群 G 的 一 个 子 群 ,如 果 对 于 G 的 每 一 个 元 a ,都 有 


aH = Ha, 


五 就 叫做 G 的 一 个 正规 子 群 (不 变 子 群 ), 记 作 H4G. 正规 子 群 的 左 ( 右 ) 陪 
集 就 叫做 万 的 陪 集 . 

群 G 及 单位 元 群 显然 都 是 G 的 正规 子 群 ,只 有 自身 及 单位 元 群 为 正规 子 群 
的 群 ,叫做 单 群 . 交换 群 G 的 子 群 是 G 的 正规 子 群 . 

例 1 S; 的 子 群 Hi = {(1), (123), (132)}, H; = {(1), (13)}, 这 时 


(123)H, = (DH, = (132)H, = H'(123) = Hi(1) = H,(132), 

(12)H; = (13)H; = (23)H, = Hi(12) = Hi(23) = Hi(13), 
故 Hi 是 5; 的 正规 子 群 . 

又 (12)H; = {(12), (132)}, Hi:(12) = {(12), (123)), 


因为 (12) Hs 关 H.(12), 故 H; 不 是 S; 的 正规 子 群 . 

定理 1 设 妃 是 群 G 的 子 群 , 则 以 下 命题 是 互相 等 价 的 : 

(1) 任意 aE G, 有 aH = Ha; 

(2) 任意 a € G, 任意 hE H, 有 aha™' € H; 

(3) 任意 a €E G, 有 aHa "SH; 

(4) 任意 a E G, 有 aHa- = H. 

证 〈1) 一 (2) :任意 aE G, 任意 hE€ 日 ,由 aH = Ha, 有 oh € Ha, 则 存 
在 h € 日 ,使 得 oh = ha. 即 aha- 二 hE€ H, 于 是 (2) 成 立 . 
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(2) 一 (3): aha-i E 有 H, 因 为 cha E aHa-, 故 aHa- 日 , (3) 成 立 . 

(3) 二 (4): 由 aHa™ CH 对 任何 G 的 元 a 成 立 , 那 么 对 于 a- 也 有 
anHla"')"C H, 即 a "Ha CH, 故 任意 hE H, 有 ai'ha= 二 hh,h€H，, 
所 以 h = ahia™' € aHa- ,得 到 HCaHa7', 故 aHa"! 二 日, (4) 成 立 . 

《〈4) 一 (1): 由 于 aHa-: = 日 , 于 是 (aHa-Va = Ha, 即 Ha = alH. 

由 定理 1, 要 检验 一 个 子 群 是 否 是 正规 子 群 时 ,可 用 4 个 条 件 中 的 任何 一 
个 . 而 通常 用 条 件 (2) 比 较 方便 ,因为 它 指出 元 素 的 性 质 , 比 证 明 两 个 集合 相等 相 
对 简单 一 些 , 例 如 下 面 例 2. 

例 2 设 A,B 分 别 是 线性 群 GL(n, R) 及 特殊 线性 群 SL(n, R) 中 的 任意 
元 ,由 于 14B4- |=1, 所 以 ABA-' € SL(n, R), 故 


SL(n, R)4GL(n, R). 


正规 子 群 还 有 以 下 性 质 : 

定理 2 设 AdG, B4G, 则 A 赂 Bd4G,AB4dG. 

证 任意 g € G,c EA 内 NB, 由 定理 1 有 gcg"'€ A, scg- E B, 所 以 
gg "EANB, 故 ANB4G. 

先 证 AB 是 G 的 子 群 ,因为 A4 G, 所 以 AB = BA , 由 本 章 第 五 节 定理 1 知 
AB 是 G 的 子 群 . 

再 证 AB4G, 任 意 g€G,ab€E AB, 有 gabg™' = (gag')(gbg™') € AB, 
所 以 AB4G. 定理 得 证 . 


二 、 中心 与 正规 化 子 


设 G 是 一 个 群 ,把 与 G 中 所 有 元 素 都 可 交换 的 元 素 构成 的 集合 用 Z(G) 表 
示 , 即 
Z(G) = {a la€ G, 任 意 zE€G 有 azr = za}. 


显然 G 的 单位 元 ee Z(G), 故 Z(G) 非 空 . 又 因 任意 a, b € Z(G) ,任意 gE G， 
ag 二 ga, bg 二 8b, 于 是 
(ab)g = a(bg) = a(gb) = (ag)b = g(ab), 


所 以 ab € Z(G), 再 由 ag = ga, 有 g = aiga, 于 是 ga-: 二 a-'ig, 所 以 a-! € 
Z(G), 故 Z(G) 是 G 的 一 个 子 群 , 间 时 Z(G) 是 G 的 一 个 正规 子 群 ,Z(G) 叫 做 属 
G 的 中 心 . 
当 G 为 交换 群 时 , Z(G) = G. 当 G 的 中 心 是 单位 元 群 时 , 称 G 没有 中 心 . 
由 群 G 中 心 的 定义 知 , 若 吾 是 群 G 的 正规 子 群 ,那么 G 中 任意 元 均 可 与 肛 
交换 .但 车 瑟 不 是 正规 子 群 ,那么 G 中 就 有 与 日 不 能 交换 的 元 . 更 一 般 地 , 当 刀 
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是 群 G 的 一 个 非 空 子 集 时 ,G 中 与 瑟 能 交换 的 所 有 元 构成 的 集合 , 记 作 和 CE , 即 
N(H)= {ala€ G,aH = Ha}. 


因为 e 是 G 的 单位 元 , eH = He, 故 e € NC(H), 所 以 N(H) 非 空 .车 a,b € 
N(H), 则 aH = Ha, bH = Hb, 则 (ab)H = a(bH) =a(Hb) = H(ab), 故 
bE N(H). 又 由 aH = Ha 有 aHa"! = 昌 , 即 a"'H = Ha7!, 所 以 a € 
N(H), 故 N(H) 为 G 的 子 群 .N(H) 就 叫做 群 G 中 日 的 正规 化 子 . 

关于 群 G 的 正规 化 子 N(H) 有 以 下 重要 结论 . 

定理 3 设 厅 是 群 G 的 一 个 子 群 , 则 末 是 其 正规 化 子 的 正规 子 群 . 

证 子 群 昌 的 正规 化 子 为 N(H) = {faelae G,aH = Ha), 且 N(H) 是 
G 的 子 群 .而 有 HC N(H), H 是 G 的 子 群 ,所 以 日 是 N(H) 的 子 群 ,再 由 定理 1 
知 昌 是 N(H) 的 正规 子 群 .定理 得 证 . 


三 、 商 群 


正规 子 群 之 所 以 重要 ,是 因为 这 种 子 群 的 陪 集 , 对 于 某 种 与 原来 的 群 有 密切 
关系 的 代数 运算 来 说 ,也 作成 一 个 群 , 下 面 来 分 析 . 
假如 五 是 G 的 正规 子 群 , 则 G 关 于 H 的 陪 集 的 集合 用 G/ 理 表示 , 即 


G/H={aHla€G}= {Hala€ G6). 


下 面 来 验证 G/H 成 为 群 , 它 的 结合 法 为 子 集 的 乘法 . 
任意 aH, bH E G/H, 由 于 于 集 的 乘法 满足 结合 律 以 及 如 是 一 个 正规 子 
群 ,可 得 
aH + bH = ({a}H)({B}H) = {a}(H{B)H 
= (a(HBDH = (wbH), 


而 abH € G/H, 所 以 aH，bH E G/H, 所 以 子 集 的 乘法 在 G/H 中 是 闭合 的 . 

如 果 把 a 所 在 的 左 陪 集 aH 用 a 表示 ,因为 G 中 元 a, b,c 满足 结合 律 , 所 
以 左 陪 集 &，5, 5 也 满足 结合 律 . 

G/HH 中 有 单位 元 昌 : 任 意 aH € G/H, aH .及 = H.aH =aH ,任意 4 的 
逆 元 二 :为 or = a-!1H, 因 为 aH8H .om = HH. 

综 上 所 述 ,G/HH 对 于 子 集 的 乘法 是 一 个 群 . 

定义 2 设 HH4G, 则 G/HH 关 于 子 集 乘 法 构成 的 群 则 做 G 关于 HH 的 商 群 ， 
当 C 为 有 限 群 时 , 它 的 阶 是 1G : HI|. 

例 3 取 S; 的 子 群 囊 = {(1), (123), (132)}, 由 于 |1G: 有 H|=2, 所 以 
HdS, 而 S/H = {H, N(12)), 其 中 N(12) = {(12), (13), (23)}. 

当 G 为 加 群 时 ,G 中 互 的 陪 集 又 叫做 五 的 同 余 类 , 互 的 商 群 又 叫做 同 余 
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群 ,因为 它 是 加 群 ,所 以 又 常常 叫做 辐 余 加 群 ,有 时 又 叫做 差 群 ,常用 G 一 电表 
示 . 假如 G 是 加 群 ,H 是 它 的 子 群 ,如 果 G 中 元 a, 5 同 在 互 的 一 个 同 余 类 中 , 那 
么 它们 的 差 a 一 b € 五 , 用 同 余 式 

a 三 b(mod H) 


表示 ,这 时 a, 又 叫做 关于 五 同 余 的 . 当 a 三 0C(mod 昌 ) 时 ,a 属于 0 所 在 的 同 
余 类 . 

例 4 取 整 数 加 群 忆 的 子 群 N = {kn | nn 是 固定 整数 ,hE Z}, 那么 Z 关 于 
和 的 同 余 加 群 Z 一 N = {0, 1，…, 7 一 1). 

显然 交换 群 的 商 群 仍 是 交换 群 ,但 是 它 的 逆 并 不 成 立 , 即 是 说 有 些 非 交换 群 
的 商 群 也 是 交换 群 . 


四 、 换 位 子 群 


下 面 介绍 换 位子 这 一 概念 . 

设 a,b 是 群 G 中 的 任意 元 ,如 果 权 = 如, 那么 ob ap 二 e， 如 果 
好 天 如 , 记 o 扩 二 一 [a, 妇 , 即 有 凤 一 各。 [a, 缮 .这 就 是 说 ba 用 [a, 呆 
右 乘 后 就 变 成 了 ab, 这 相当 于 [a, 5b] 的 作用 在 于 让 a, b 的 位 子 发 生 了 改变 . 因 
此 定义 [a, 加 为 a, 5 的 换 位 子 . 显然 ,oa, 5 的 换 位 子 是 ,a 的 换 位 子 的 着, 因为 
6b， a 的 换 位 子 [6, a] = ap. 

当 G 为 交换 群 时 ,由 于 ab = 如 , 故 只 有 单位 元 是 它 的 换 位 子 . 反 过 来 ,如 果 
一 个 群 的 换 位 子 只 有 单位 元 ,那么 这 群 一 定 是 交换 群 . 由 于 一 个 群 的 两 个 换 位 子 
的 乘积 不 再 是 这 样 的 换 位 子 ,因而 ,一 个 群 的 换 位 子 的 全 体 不 一 定 成 为 群 . 

定义 3 G 为 一 个 群 ,G 中 所 有 换 位 子 生成 的 群 叫 做 G 的 换 位 子 群 ,用 
D(G) 或 G' 表 示 . 

定理 4 群 G 的 换 位 子 群 G' 是 G 的 正规 子 群 ,并 且 商 群 G/G 是 交换 群 . 

证 G' 是 G 的 换 位 子 群 , 任 取 a EG ,gEG, 那 么 aga"'g"'€ G' ,再 由 G/ 
是 G 的 子 群 ,有 age” = (agoa ggEG', 故 G 为 G 的 正规 子 群 .又 任 取 aG’， 
5 E G/G', 则 

aG0G = (ab)G’, WG'aG’ = (ha)G’. 
再 由 G 是 G 的 换 位 子 群 , 知 (如 ) 一 0g = a7'b7!iab E G', 由 本 章 第 五 节 定理 2 有 
abG’ = baG”. 


故 aG ,4G' = 0G'，aG”, 于 是 G/G' 为 交换 群 . 
定理 5 万 是 群 G 的 正规 子 群 ,那么 G/ 昌 是 交换 群 的 充分 必要 条 件 是 伸 
包含 G 的 换 位 子 群 G/. 
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证 先 证 必要 性 :如 果 G/H 是 交换 群 , 任 取 aH, bH E G/H, 那么 
(aH)(6bH) = (bH)(aH), 即 obH =baH, 则 有 加 hs € 五 , 使 得 obj = bah;， 
即 6 = bahzhi! 二 bah, hE 日 , 因 为 eib'ab = 二 hE H, 而 a-'b-1ab 是 属于 换 
位 子 群 G' 的 , 故 妃 包 含 G. 

再 证 充分 性 : 若 H 是 包含 G' 的 正规 子 群 , 因为 任意 a,5bE G, 那么 
anpiab EG', 即 (ba)" ab EG', 则 (ba)"'iab E 万 ,那么 就 有 ab 万 = baH. 即 
(aH)(bH) = (5H)(aH), 所 以 G/H 是 交换 群 .定理 得 证 . 

定理 5 说 明 群 的 换 位 子 群 是 使 商 群 成 为 交换 群 的 最 小 正规 子 群 . 

例 5 求 A, 的 换 位 子 群 . 

解 B, = {(1)，(12)(34)，(13)(24)，(14)(23)} 是 A, 的 正规 子 群 ， 
As/B, 是 交换 群 , AS B,. 由 于 


(123)[(12) C34)](123)™ = (23)(14) ， 


因此 ((12) (34)) 不 是 A, 的 正规 子 群 . 同 理 B, 的 其 余 两 个 2 阶 子 群 也 不 是 A 
的 正规 子 群 . 又 A 是 非 交 换 群 ,因此 A 关 {e}, 从 而 A = B,. 


第 七 节 同 构 


一 、 同 构 


G 与 G1 是 两 个 群 ,在 很 多 情况 下 往往 会 提出 这 样 的 问题 :G 与 G1 是 否 有 相 
同 的 构造 ? 什么 叫 构造 相同 呢 ? 要 回答 这 个 问题 必须 建立 同 构 的 概念 . 
定义 1 设 M,M 是 两 个 乘 集 ,o 是 一 个 M 到 M' 的 双 射 ,并 且 对 于 M 中 任 
意 两 元 a, b, 都 有 
ola*b) = oa(a) ob), 


即 任意 两 元 的 乘积 的 像 是 这 两 元 的 像 的 乘积 . 也 就 是 说 , 当 a -= oa) ,6 -= ol6) 
时 , ab 一 olab), 那么 o 就 叫做 M 到 M' 上 的 同 构 ,也 称 M 与 M 同 构 ,用 
M 一 M' 表示 . 当 M = M' 时 ,a 就 叫做 M 的 自 同 构 映射 ,简称 自 同 构 . 恒 等 映 身 
就 是 一 个 自 同 构 . . 

例 1 设 刀 = {2n |nE Z}, 则 吾 是 群 忆 的 一 个 子 群 

若 令 go: Z 一 日 为 oln) = 2n, 则 oo 是 Z 到 H 的 双 射 ,并 且 对 任意 
m,kEZ, 

ol(m+k) = 2(m+t+k) = 2m+ 2k = ol(m) + ol(k). 


所 以 c 是 乙 到 H 的 同 构 映射 . 
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例 2 S:={(1)，(12)，(13)，(23)，(123)，(132)}, 定义 S 到 自身 的 一 
个 映射 o: (1) 一 (1)，(12) 一 (23), (13) 一 (12), (23) > (13), (123) 一 
(123)，(132) 一 (132), 那么 o 就 是 Ss 的 一 个 自 同 构 映射 . 

同 构 关系 是 一 个 等 价 关系 , 即 具有 反 身 性 、 对 称 性 、 传 递 性 . 

因为 群 的 同 构 映射 是 一 个 一 一 映射 , 故 同 构 的 群 有 相同 的 阶 , 群 的 同 构 映 射 
还 有 以 下 一 些 重 要 性 质 . 

定理 1 设 " 是 群 G 到 Gi 的 一 个 同 构 映射 , 则 有 

(1) c 将 G 的 单位 元 e 映 到 G, 的 单位 元 e; 

(2) o 将 G 中 元 a 的 逆 元 a ' 映 到 a 的 像 c(a) 的 逆 元 (cCa)) 

(3) G 中 元 素 a 与 它 在 G, 中 的 像 a(a) 有 相同 的 阶 数 . 

证 因为 e ==e, 于 是 ole*) = 二 ole), 所 以 ole)ole) = ole) = ole)ei, 由 消 
去 律 ,得 ole) = e ，(1) 得 证 . 

因为 da- = e, 所 以 olaa7') = ole), 即 ola)ola7') = @, 因而 c(o-) = 
(o(a)) ，(2) 得 证 . 

若 必 一 e, 有 co(a*) = (g(a))* 二 @, 反 之 也 是 成 立 的 ,所 以 a 与 ao(a) 有 相同 
的 阶 数 ,(3) 得 证 . 3 

根据 定义 1 ,容易 验证 ,如 果 一 个 循环 群 (o) 是 无 限 群 ,那么 (a) 就 与 整数 加 
群 Z 同 构 . 如 果 (a) 是 元 数 为 n 的 有 限 群 ,那么 它 与 Z 关于 (Cn) 的 同 余 加 群 
Z = Z 一 (n) 同 构 . 因此 任意 两 个 无 限 循环 群 都 同 构 ,任意 两 个 有 限 循环 群 只 
要 元 数 一 致 也 是 同 构 的 . 

同 构 的 定义 以 及 性 质 说 明 , 在 同 构 映 射 下 ,对 应 的 元 素 在 各 自 的 运算 之 下 有 
相同 的 关系 . 因此 ,要 研究 一 个 群 ,只 要 找到 一 个 已 经 研究 清楚 了 的 群 与 其 同 构 ， 
那么 这 个 群 也 就 研究 清楚 了 . 从 抽象 的 观点 来 看 ,两 个 同 构 的 群 可 以 看 作 是 同样 
的 群 , 同 构 的 重要 性 也 在 于 此 . 

定理 2 (Cayley( 卡 莱 ) 定 理 ) 任 意 群 与 它 的 变换 群 的 子 群 同 构 . 

证 考虑 群 G 上 的 变换 群 S, 建 立 G 与 S 的 一 个 子 群 的 同 构 映射 ,从 而 完 
成 定理 的 证 明 . 

对 a € G, 设 映 射 o: G 一 G, 任意 x € G, o,(z) = ar. 先 证 明 o 是 一 个 
双 射 .车 xz, y € G, 且 wm(z) = ol(y), 那么 az 一 ay, 即 工 一 y， 所 以 o 是 一 
个 单 射 . 又 任意 zx E G, 因为 z = aa-z) 一 ao(a-iz), 故 wm 又 是 满 射 .所 以 wm 
是 一 个 双 射 . 

令 G={olaeEG), 则 G 为 S 的 一 个 非 空子 集 , 下 证 C' 为 S 的 一 个 子 群 . 
S 的 单位 元 是 ce, 这 是 因为 ce(z) = ez = z, 这 里 的 e 是 G 的 单位 元 . 又 车 o。， mw 
EG ,任意 zE G, aos(z) 一 oo(z) = a,(br) = abr = os(z) € G', 又 设 
Go EG oo =0 0 0 =0, 从 而 oz = 0 € G', 故 G 为 S 的 子 群 . 
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再 证 G 一 G' , 考虑 映射 6: G 一 G', 对 a € G, 9(a) = ,显然 9 是 满 射 , 又 
著 b(a) = 0(6)，, 从 而 os = ww， 所 以 ce) 一 ao(e), 故 a 一 ,所 以 9 又 是 单 射 ， 
故 0 是 双 射 .而 6(ab) = co = oucs = 6(a)6(6)， 所 以 9 是 G 到 G 的 同 构 映射 . 
因此 G 全 6G'. 定理 得 证 . 

一 个 集 的 所 有 一 一 变换 成 为 一 个 变换 群 , 自 同 构 也 是 一 一 变换 ,那么 一 个 乘 
集 的 所 有 自 同 构 是 否 能 够 构成 群 ? 假如 它们 成 为 群 ,当然 这 个 群 就 是 变换 群 的 
子 群 .下 面 对 自 同 构 加 以 讨论 . . 

定理 3 乘 集 M 的 所 有 自 同 构 形成 群 , 则 做 M 的 自 同 构 群 . 

证 设 o,r 是 M 的 自 同 构 ,对 任意 a€ M 有 orla) 二 olr(a))，, 所 以 对 于 任 
意 a, a E M, 有 


or(aias) = a(tr(a1a2)) = olr(a1)r(as)) 


= a(r(a1))a(r(a2)) = or(ai)or(as) 
因此 o,r 的 积 ar 也 是 M 的 自 同 构 . 
又 因为 oo(a) = or (oa) = a, 所 以 
om (aiaz) 一 oo (aaz)) 
= (mgm): ow (as)) 
= (wa))o (oz (as)) 
= 0 Ca)o (az)， 
因此 ve 的 逆 c ”也 是 M 的 自 同 构 , 因 而 M 的 所 有 自 同 构 形成 群 . 
群 G 的 自 同 构 群 常用 Aut(G) 表 示 , 恒 等 自 同 构 是 其 单位 元 . 
例 3 设 G= {e, a) 是 一 个 2 阶 循环 群 ,G 有 一 个 自 同 构 即 恒 等 自 同 构 , 且 
只 有 一 个 自 同 构 . 那么 Aut(G) 是 单位 元 群 . 
例 4 G= {e, a, b,c} 是 4 阶 非 循环 交换 群 .G 中 运算 为 
d= ==e, BW=e, 
ac=a=b, Ko=w@=a. 
计算 它 的 自 同 构 群 . R 
如 果 c 是 G 的 一 个 自 同 构 , 那 么 o 必须 把 e 映 到 e, 而 把 a, b,c 映 到 a，, b,c 
中 的 一 个 ,而 且 各 不 相同 ,因此 c。 有 以 下 6 种 可 能 : 
Gi:es a b,c—>e, a, b,cs 
az:ey a b,c>e,a,c,b; 
os:ey a b,c—>e,b,a,cs 
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ad:ey， ay b,c—>e, b,c, as 
os:es as bs, cre,c,a,b; 
os:ey ay b,c—>e,c,b,a. 


很 容易 验证 这 6 个 映射 都 是 G 的 自 同 构 , 所 以 G 的 自 同 构 群 一 共 包含 6 个 元 
素 , 即 


Aut(G) = {gq gz, 3, 04, 0s, 06), 


其 中 o 是 恒 等 自 同 构 . 
群 的 自 同 构 是 把 生成 元 仍然 变 成 生成 元 . 因为 (a*) = (ola))*, 因而 循环 群 
(q) ,车 (a) 是 无 限 群 ,因为 (a) 只 有 两 个 生成 元 a 及 a ,所 以 它 的 自 同 构 有 两 个 : 


a>a Q& 一 am 


2: » 


on 二 


四 
am -am 


a 即 为 恒 等 自 同 构 , 因 此 (a) 的 自 同 构 群 是 二 元 循环 群 . 如 果 (a) 是 n 元 循环 群 ， 
因为 它 有 A 个 生成 元 ar，(r, n) = 1,r 二 n, 所 以 它 有 k 个 自 同 构 o,(a) = or 
循环 群 的 自 同 构 群 只 是 交换 群 ,不 一 定 是 循环 群 . 

要 找 出 一 个 已 知 群 的 自 同 构 群 一 般 是 很 困难 的 ,在 大 多 数 情况 下 , 群 本 身 的 
性 质 不 能 转移 到 它 的 自 同 构 上 去 . 


二 、 内 自 同 构 


下 面 ,再 介绍 群 的 一 种 重要 自 同 构 一 一 内 自 同 构 . 
假定 a 是 群 G 中 一 元 , 设 映 射 


o: gg =aga ,gE€EG, 


一 Q 


验证 是 G 的 自 同 构 . 
因为 任意 & € G, ola 'ga) = ala sa)a "= g, 即 8g 的 原 像 是 4ga, 故 o 
是 满 射 . 又 若 age = aha- ,那么 a7'(aga™')a==an'(aha™')a, 即 g = 二 hh, 所 
以 ao 又 是 G 到 G 的 单 射 , 故 o 是 双 射 .又 
o: gg =aga ,ji 一 及 一 ah geEG,hEG， 
则 olgh) = agha- = (aga!)(aha™!') = o(g)a(h), 


因此 so 是 G 的 自 同 构 . 

定义 2 上 述 的 由 一 个 元 a 决定 的 自 同 构 4: &-~aga-: ,叫做 内 ( 自 ) 同 构 . 
其 他 的 自 同 构 ,叫做 外 ( 自 ) 同 构 . 元 aga-: 叫 做 用 a 得 到 的 变形 ,5 与 cga 一 叫 
做 共 贺 . 
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群 G 的 所 有 内 同 构 形 成 为 群 ,叫做 G 的 内 同 构 群 . 

定理 4 一 个 群 的 内 同 构 群 是 它 的 自 同 构 群 的 正规 子 群 

证 设 o 是 群 G 的 任意 自 同 构 ,r 是 群 G 的 内 同 构 , 且 对 gE G， 
ol(g) 一 gt, r(g8) = aga 开 ,于 是 

aro (gi) 一 or(o (8 )) 一 ar(g) 一 aoCr(C8)) = ol(aga !) 
一 ao(a)o(g)o(a-) =aCa)gio(a-) = ola)gilola))!, 

因为 ola) E G, 故 c(a)gi(c(a))- E G 的 内 同 构 群 ,所 以 定理 得 证 . 

一 个 群 没 有 中 心 , 并 且 除 内 同 构 外 没有 外 同 构 ,叫做 完全 群 ,事实 上 ,只 要 
n 之 3 且 n 关 6,S, 都 是 完全 群 . 

定义 3 如 果 群 G 的 子 群 H 在 群 G 的 任 一 自 同 构 下 的 像 都 等 于 太 ,， 有 H 就 
则 做 G 的 一 个 特征 子 群 . 

根据 特征 子 群 的 定义 ,G 的 特征 子 群 在 G 的 内 同 构 下 的 像 也 等 于 自己 ,所 
以 特征 子 群 一 定 是 正规 子 群 . 循环 群 的 子 群 一 定 是 特征 子 群 . 而 正规 子 群 是 仅 对 
内 同 构 保持 不 变 的 子 群 ,所 以 正规 子 群 也 叫做 不 变 子 群 . 但 是 正规 子 群 不 一 定 是 
特征 子 群 . 


三 、 共 罗 


共 罗 也 是 一 个 重要 的 概念 ,下 面 加 以 讨论 . 

由 定义 2 知 ,a, b 是 群 G 中 两 个 元 素 , 如 果 G 中 有 一 元 素 g ,使 得 a = 
ab5E 一 ， 称 a, 0 共 恩 . 

显然 , 共 思 元 罕有 相同 的 阶 . 如 果 C 是 交换 群 ,由 于 


a= gbg™ = bgg™ =b, 


故 任意 元 只 能 够 与 它 自己 共 思 .假如 G 中 元 a 与 它 所 有 的 共 罗 元 相等 ,那么 a 
就 应 在 G 的 中 心中 ,这 是 因为 a = gag”, 于 是 ag = ga. 元 案 的 共 轿 关系 是 一 
个 等 价 关系 . 根据 此 ,G 中 元 素 可 以 分 成 一 些 互 不 相交 的 共 罗 元 素 的 集合 ,叫做 
共 罗 类 . 在 同一 共 罗 类 中 的 元 素 互相 共 轰 ,不 同类 中 的 元 素 人 彼此 不 共 碟 . 

例 6 A 的 12 个 元 素 分 成 下 列 4 个 共 因 

OC = {0)}; 

@C: = {(123), (134), (142), (243)}; 

@ C: = {(132), (143), (124), (234)}; 

@®C, = {(12) 634), (13) (24), (14) (C23)}. 

p 

设 G 共 有 :* 个 共 乞 类 , 记 作 C1，C;，…，C. ,再 设 C; 中 包含 ni 个 元 素 (i = 
1，2，…，5$). 因为 
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G=CUCU…UC,CNG = Gi), 
所 以 1G|l=m+tnt+ +n,. 


这 个 式 子 叫做 G 的 群 等 式 或 G 的 群 方程 . 
同 元 素 间 的 共生 关系 一 样 , 群 G 的 子 群 也 有 共 罗 fe 关系 . 
定义 4 设 Hi 及 H, 是 群 G 的 两 个 子 群 ,如 果 存 在 G 中 一 个 元 素 a 使 得 


H, = aHa™, 


则 Hi 与 Hs 就 叫做 是 共 思 的 . 

例 7 A, 的 4 个 相互 共 示 的 子 群 有 以 下 五 类 : 

© {(1)}; 

@ {1), (12)634)}, {1), (13)(24)}, {(1), (14)(23)}); 

@® {1), (123), (132)}, {C1), (124), (142)}, {(1), (134), (143)}, 

{(1), (234), (243)}; 

@ {1), (12) (34), (13)(24), (14)(23)}; 

© A,. 

定理 5 甩 是 群 G 的 子 群 ,那么 有 H 是 G 的 正规 子 群 的 充分 必要 条 件 是 人 H 
与 它 的 所 有 共 示 子 群 相等 . 

证 车 子 群 电 与 它 的 所 有 共 轿 子 群 相等 , 即 H 只 有 一 个 共 罗 子 群 ,就 是 它 
自己 . 即 


aHa- = Hz>aH = Ha=>H4G=>aHa"' = 有 ,任意 ae H. 


当然 反之 也 是 成 立 的 ,因此 定理 得 证 . 

所 以 ,正规 子 群 也 称 自 共 斩 子 群 . 

子 群 的 共 恩 关系 是 等 价 关系 . G 的 子 群 可 以 分 成 一 些 互 不 相交 的 共 因 子 群 
的 集合 , 称 为 共 氏 子 群 类 . 在 同一 个 类 中 子 群 是 共 罗 的 ,同一 个 共 轿子 群 类 中 的 
子 群 都 有 相同 的 阶 . 例如 例 7, A 就 分 成 了 5 个 共 二 子 群 类 . 

在 同一 共 叔 子 群 类 中 共 配 的 子 群 的 个 数 有 什么 规律 呢 ? 有 以 下 定理 : 

定理 6 HH 在 G 中 的 共 罗 子 群 的 个 数 等 于 其 正规 化 子 N(H) 在 G 中 的 指标 
IG:N(H). 

证 N(CH) 在 G 中 的 指标 就 是 N(CH) 的 左 陪 集 的 个 数 ,因此 只 要 证 明 : 对 于 
G 中 两 元 素 a 及 5, 共 堪 子 群 2Ha™ 与 5Hb” 相 等 的 充分 必要 条 件 是 a, 5 属于 
N(B) 的 同一 左 陪 集 . 

容易 得 到 aHa™ = 5Hb 的 充分 必要 条 件 是 


baHa"b=H, 
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即 (oH(ab) = H, ? 
亦 即 H(a7'b) = (a H, 
故 oO € NGH). 


而 这 一 条 件 又 等 价 于 a, 5 属于 N(HH) 的 同一 个 左 陪 集 .定理 得 证 . 

由 定理 6 及 Lagrange 定理 知 , 若 G 的 元 数 是 ,那么 昌 的 共 堪 子 群 的 个 数 
是 nn 的 因数 . 

由 定理 6 可 知 H 的 全 部 共 堪 子 群 可 以 由 N(CH) 在 G 中 的 一 个 左 陪 集 或 右 
陪 集 分 解 给 出 . 

例 8 设 S, 的 子 群 HH={(1), (12), (34), (12)(34)}, 可 以 得 到 瑟 在 S， 
中 的 共 本 子 群 . 因为 


NCH) = {(1), (12), (34), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1324), (1423)}, 


所 以 | G:N(H) |= 24/8 = 3, H 共有 3 个 共 生 子 群 . 
又 因为 
G= N(H) U N(H)(13) U N(H) (14). 


所 以 日 的 3 个 共 罗 子 群 为 
OH; 
©® (13)7'H(13) = {(1), (14), (23), (14) (23)}; 
图 (14) 一 万 (14) = {(1), (13), (24), (13)(24)}. 


四 、 中 心 化 子 


同 正规 化 子 的 定义 一 样 ,可 以 定义 元 素 的 中 心 化 子 和 子 群 的 中 心 化 子 . 
定义 5 设 a 是 群 G 的 一 个 元 素 , 作 G 的 子 集 


Z(a)= {rz|xz =ar,z€G). 


Z(a) 则 做 a 的 中 心 化 子 . 

很 容易 验证 Z(a) 是 群 G 的 一 个 子 群 . 

同 处 理 共 思 子 群 的 情形 一 样 ,G 中 元 a 的 共 罗 元 的 个 数 等 于 a 在 G 内 的 中 
心 化 子 Z(a) 在 G 中 的 指标 |G:Z(a) |. 

定义 6 设 妃 是 群 G 的 子 集 , 作 G 的 子 集 ZCH) = {zx|xz€G,xh= hr, 
h€ H}, 即 Z(H) 是 G 中 所 有 与 H 中 任意 元 可 交换 的 元 的 集合 ,Z( 互 ) 叫 做 昌 
的 中 心 化 子 . 

很 显然 Z(H) =,0,2), 所 以 Z(H) 也 是 G 的 子 群 . 

联系 子 集 互 的 正规 化 子 N(H), 有 Z(H) CS N(H), 而 且 Z( 昌 ) 不 一 定 包 
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含 五 .但 当 互 是 交换 群 时 Z( 互 ) 包 含 及 .同样 N( 瑟 ) 也 未 必 包 含 瓦 ,但 当 互 是 
子 群 时 ,N(H) 要 包含 有 H. 如 果 互 是 一 个 子 群 ,那么 Z( 晶 ) 是 N(H) 的 子 群 .并 
且 有 : 

定理 7 设 昌 是 群 G 的 一 个 子 群 , 则 Z( 昌 ) 是 N(H) 的 一 个 正规 子 群 . 

证 任 取 zxE€ Z(H), g € N(H), 那么 对 于 HH 中 任 一 元 素 h, 都 有 

(g'zg) hl(g zg) = glx tghg zg 
= gz (ghg™! )zg. 
因为 gE N(H), 所 以 ghg"'€ HH, 因此 zz 与 ghg-! 可 交换 ,于 是 
(gzg) hlg zg) = gghg™'g = h. 
由 Z( 昌 ) 的 定义 知 , gzg € Z(H), 因此 Z(H)4 NC(H). 

下 面 证 明 一 个 重要 的 等 式 : zxZ(H)z- = ZCzHz-)，ze G. 
因为 (zyz-)(zhz-)(zyzD) 1 一 zyhymz- = hr, 这 里 y € Z(H)， 
hE€ H, 所 以 xzZ(H)z"! © Z(zrHz™'). 

又 设 z € Z(zHz"') ,那么 zzhz7' 三 功 z zx, 因此 zzzh 一 hz-zry 所 以 
zzrzrEZ(H)， 即 zeEzZCH)z ,那么 Z(zHz-) C xzZ(H)z-', 于 是 等 式 
成 立 . 

由 该 等 式 得 到 : 

定理 8 正规 子 群 的 中 心 化 子 是 正规 子 群 , 共 示 子 群 的 中 心 化 子 是 共 示 
子 群 . 

因为 H 是 正规 子 群 时 ,等 式 中 Z(zHz-) = Z(H), 那 就 有 

xzZ(H)z 1 = Z(H),Bh xzZ(H) = Z(H)z, 


故 Z( 玉 ) 是 正规 子 群 , 又 zz 是 妃 的 苍 , 故 共 因 子 群 的 中 心 化 子 仍 是 共 
子 群 . 

定理 9 (Sylow 第 二 定理 )n 元 群 G 的 p-Sylow 子 群 彼此 共 示 , 假 如 它们 的 
个 数 是 n, ,那么 mp | n, ns = 1(mod p). 

这 是 一 个 非常 重要 的 定理 ,证 明 从 略 . 


第 八 节 同 态 


一 、 同 态 


上 和 节 学 习 的 同 构 映射 是 一 个 一 一 映射 并 且 保持 运算 ,所 以 保证 了 同 构 的 群 
有 相同 的 构造 . 在 有 些 问题 上 ,还 会 遇 到 一 些 保持 运算 的 映射 ,但 不 一 定 是 一 一 
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的 ,下 面 介绍 的 同 态 映射 就 是 这 样 的 . 
定义 1 假设 M, M 是 两 个 乘 集 ,o 是 M 到 M “的 映射 ,如 果 对 M 中 任意 两 
个 元 a,b, 都 有 
gala * b) = ola)olb), 


那么 c 就 叫做 M 到 MM' 的 一 个 同 态 映 射 . 如 果 o 是 M 到 M 内 的 映射,o 就 叫做 是 
M 到 M' 内 的 同 态 . 如 果 o 是 M 到 M’ 上 的 映射 ,o 就 叫做 是 M 到 M' 上 的 同 态 ， 
又 称 M 与 M' 同 态 ,用 记号 M~M 表示 . 如 果 M CS M, 即 o(M) 和 M, oa 就 叫做 
M 的 自 同 态 . 

显然 , 当 o 是 双 射 时 ,a 就 是 同 构 , 因 此 同 构 是 同 态 的 特例 ,所 以 凡是 同 态 具 
备 的 性 质 , 同 构 也 是 成 立 的 . 由 于 同 态 不 适合 对 称 律 , 故 同 态 不 是 等 价 关 系 , 因 而 


G~H 与 H ~G 是 不 同 的 . 
例 1 设 G = {1, 一 1), 则 G, 对 数 的 普通 乘法 构成 一 个 群 , 令 o: S, Gi 为 
_ | 1， 当 : 为 个 置换 时 ， 
“一 1， 当 上 为 奇 置换 时 ， 


则 so 是 5S; 到 Gi 的 一 个 同 态 映射 , 且 S: 一 Ci. 
群 的 同 态 映 射 有 以 下 一 些 重 要 性 质 . 
定理 1 设 " 是 群 G 到 万 的 一 个 同 态 映射 , 则 有 
(1) a 将 G 的 单位 元 e 映 到 瓦 上 的 单位 元 el; 
(2) c 将 G 中 元 素 a 的 逆 元 ae 一 映 到 oa) 的 逆 元 , 即 


ol(a™) = (g(a))™!; 


(3) ola) 的 阶 数 是 a 的 阶 数 的 一 个 因数 . 
证 (1), (2) 两 条 性 质 可 以 与 前 一 节 关 于 同 构 映射 的 相同 性 质 一 样 地 证 


明 , 现 证 明 (3). 

设 a 的 阶 数 为 &, 则 a* = e, 于 是 ola*) = (ol(a))* = 二 ole) = e， 故 ca) 的 
阶 数 是 的 一 个 因数 . 

如 果 把 一 个 群 的 每 个 元 都 与 单位 元 对 应 , 那 就 得 到 群 到 单位 元 群 上 的 同 态 ， 
这 同 态 叫做 零 同 态 、 


定理 2 设 群 G 与 乘 集 G' 同 态 ,那么 G' 成 群 , 即 一 个 群 的 同 态 像 也 是 群 . 
证 设 a, b,c EG ,a,b,c EG, 使 得 
go:a 卫 a1，b 一 b,c 一 G1, 0 为 同 态 映 射 . 
因为 G 是 群 , 故 (ab .ce 一 a(0 vc), 于 是 (al bi)a 二 al ，c), 故 G' 中 结 


合 律 成 立 . 又 设 G 中 单位 元 e, c: e 一 el, ei 为 G' 的 元 .那么 olea) = ea, 又 ea 
= 199% 


一 ay ao(ez) 一 al ,所 以 aa 一 aa， 故 G 中 有 单位 元 el, aa 一 e 有 co(aa) 一 
ea， 则 co 人 ce) ola71) = 一 e 即 ca .cc ) = ei, 故 ai 的 逆 元 为 c(a ). 

综 上 所 述 ,G' 是 一 个 群 . 

由 定理 2 的 证 明 可 以 看 到 与 定理 1 相同 的 结果 ,而 且 群 的 同 态 把 子 群 变 成 
子 群 ,正规 子 群 变 成 正规 子 群 , 群 的 生成 元 变 成 生成 元 . 


二 、 同 态 核 


定义 2 设 “是 群 G 到 朋 的 一 个 同 态 映 射 ,是 H 的 单位 元 ,e/ 的 逆 像 的 
集合 已 = {a € G, | ola) = ) (下 叫做 在 G 的 完全 像 源 ) ,那么 上 就 叫做 同 
态 o 的 同 态 核 , 记 为 kerc. 

定理 3 假定 G 与 如 是 两 个 群 ,并 且 G 与 H 同 态 ,那么 这 个 同 态 映 射 的 核 
已 是 G 的 一 个 正规 子 群 . 

证 设 " 是 G 到 召 的 同 态 映 射 , 设 a, 5 是 EE 中 任意 两 元 ,g 是 G 中 的 元 ， 
那么 在 o 之 下 ola) = ec(b) = cc: 为 瑞 的 单位 元 . 故 


a(ab 1) = oa(a)o(b') 一 ec 一 ee 一 ef 


于 是 ur: E E, 因此 EE 是 G 的 一 个 子 群 
又 设 o: g 一 gi, g1 € 日 , 则 


algag™!) = o(g)o(a)o(gT) = ge (og))! 一 有 eg = e's 


故 gag”，E& E, 这 即 是 说 已 是 G 的 一 个 正规 子 群 . 

对 于 任意 元 的 完全 像 源 ,有 以 下 定理 . 

定理 4 假定 群 G 与 H 同 态 ,E 是 同 态 核 ,G 中 元 a 在 妃 中 的 像 为 a', 那 么 
a 的 完全 像 源 是 左 陪 集 4aE. 

证 左 陪 集 oE 中 的 任意 元 的 像 都 是 a'e' = a'， 所 以 aE 中 的 任意 元 都 是 
4 “的 像 源 , 又 设 的 像 为 a', 那 么 在 同 态 映 射 o 之 下 


a(a-0) = (a) a =e’, 


故 a"p 6 EE, 所 以 b &€ aE, 即 5 在 左 陪 集 aE 中 .于 是 a 的 完全 像 源 是 aE. 

由 定理 3 可 知 ,从 一 个 同 态 出 发 就 可 以 得 到 一 个 正规 子 群 ,也 就 是 它 的 同 态 
核 . 那么 从 群 G 的 一 个 正规 子 群 出 发 ,能 否 得 到 G 的 一 个 同 态 像 ? 有 以 下 定理 : 

定理 $ 假定 互 是 G 的 正规 子 群 ,那么 G 与 它 关于 已 的 商 群 G/H 同 态 . 

证 设 有 G 到 G/FH 的 映射 s: g 一 gH. 

显然 o。 是 映 上 的 ,为 了 证 明 o 是 一 个 同 态 映 射 ,只 要 证 明 o 保持 运算 就 可 以 
了 .对 于 G 中 任意 两 个 元 素 g:, 8g;, 有 
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olg1g2:) 一 gg8z 百 一 8 百 。g: 五 一 caC8i)oCg2). 


因此 o 保 持 运算 ,是 一 个 同 态 映射 . 

而 且 , 同 态 核 就 是 玉 , 因 为 核 是 G/H 的 单位 元 的 原 像 ,又 G/H 的 单位 元 是 
五 ,而 且 c(g) = HOOgH = HSg € HH, 故 同 态 核 就 是 互 . 

定理 5 规定 的 同 态 映射 "叫做 G 到 商 群 G/H 的 自然 同 态 . 

以 上 证 明了 G 的 每 个 正规 子 群 都 可 以 作为 某 个 同 态 映射 的 核 ,而且 每 个 商 
群 都 是 G 的 同 态 像 . 下 面 来 证 明 G 的 每 个 同 态 像 都 可 这 样 得 到 :G 的 每 个 同 态 
像 都 与 G 的 某 一 个 商 群 同 构 ,有 下 面 的 同 态 基本 定理 . 

定理 6 设 群 G 与 G' 同 态 , 已 是 同 态 核 ,那么 G' 二 G/E. 

证 因为 G ~ G', 假定 这 时 的 同 态 映射 是 o: a 一 a', 由 定理 4 知 ,a’ 的 完 
全 像 源 是 a 所 在 的 左 陪 集 4E. 我 们 用 a 表示 左 陪 集 4E , 命 a 与 a' 对 应 , 即 4>a’. 
因为 a = 以 时 ,a, 5 同属 E 的 一 个 左 陪 集 , 即 a = 65, 所 以 这 映射 就 是 G/E 射 到 
G' 的 双 射 ,又 因为 

ab = a > (ab)’ 一 ab 
即 这 映射 保持 运算 ,所 以 G/E 二 G'. 定理 得 证 . 
下 面 给 出 关于 正规 子 群 的 一 个 重要 定理 . 
定理 7 设 A 是 群 G 的 一 个 子 群 ,H 是 群 G 的 一 个 正规 子 群 , 则 


AH/H~ A/ANH. 
证 由 于 H4G, 因 此 H4AH, 令 
ac: A—> AH/H, 


a>aH 


在 AH/H 中 任 取 (ah)H = aH, 则 ola) = aH = (ah)H, 因此 o 是 满 射 ,对 于 
任意 ci， az € A, 有 


aaiaz) = aras H = (a H)(as H) = olai)o(a;), 
因此 o 是 A 到 AH/H 的 一 个 满 同 态 . 而 且 对 每 个 a € A， 


a € kers ol(a) = aH = H(H 是 AH/H 的 单位 元 ) 
Sa€ HOaEANH, 


即 kero = A 站 昌 , 由 定理 6 知 , AH/H 二 A/A 八 H. 定理 得 证 . 
习 题 4-1 


1. 证 明 : 下 面 4 个 矩阵 对 于 乘法 成 群 : 
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GD 
2. 令 G={ 一 切 定义 在 实数 集 R 上 的 实 函数 }, 任 取 f, gE G, 定义 /十 g 为 : 


(CF+Eg)(z) = 一 Cz) 十 g(z)，YVZER. 


证 明 :G 对 于 以 上 代数 运算 构成 一 个 群 . 

3. 证 明 :如 果 群 G 的 每 一 个 元 都 适合 方程 r: = e, 其 中 e 是 G 的 单位 元 ,那么 ,G 是 交 
换 群 . 

4. 假定 G 是 非 空 集合 , 它 有 一 个 叫做 除法 的 闭合 的 结合 法 a/5, 并 且 

(Da/a=b/b=e, (2)a/(b/b) =a, (3) (a/O)/(b/e) = a/b. 

证 明 :G 对 乘法 ap = a/b， 扩 : = e/b 成 群 ,其 中 a/a 二 。 是 单位 元 , e/a = ao 是 a 的 
逆 元 . 
1234 1 温 训 4 
2) = 1 4 2) "计算 下 列 各 式 ， 
(Df*g; (2)g*f; (C3); (4) g's (5) (f* 8 
6. 将 下 列 Ss 中 的 每 一 置换 写成 不 相交 的 循环 置换 的 积 . 
12345 
35642 


5. 设 /=( 


6 
ow ( 1); (2) (12)(13)(14)， (3) (123)C456). 


7. 假定 元 a 的 阶 数 是 ,证 明 :a" 的 阶 数 是 一 二 


Cn m)™ 
8. 设 a, 5b 是 群 G 中 的 两 个 元 素 ,求证 : 
(1) a, a-!1, a-'ba 有 相同 的 阶 ; 
(2) ab 与 ba 有 相同 的 阶 . 
9. 证 明 :S, 可 以 用 n 一 1 个 对 换 (12)，(13),…,(1n) (n > 1) 生成 ， 
10. 设 f= (iiis…i) 是 一 个 k 阶 循环 置换 ,证 明 :f 的 阶 为 k. 
11. 设 G 是 一 个 交换 群 ,m 是 一 个 固定 的 整数 , 令 开 = {a | a € G, 并 且 a" = e), 证 
明 : 五 是 G 的 一 个 子 群 . 
12. 设 A, B 都 是 群 G 的 子 群 ,证 明 : 当 且 仅 当 AB = BA 时 ,AB 是 G 的 子 群 . 
13. 证 明 :整数 加 群 与 由 3 和 4 生成 的 子 群 相同 . 
14. 试 求 循环 加 群 Z 一 (100) 的 所 有 子 群 . 
15. 写 出 S, 的 子 群 = {(1), (13)} 的 全 体 左 陪 集 和 全 体 右 陪 集 . 
16. 设 Hi，H; 是 群 G 的 两 个 子 群 ,证 明 : Hl UH; 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 HH SH; 或 
HiEH. 
17. 假定 有 是 G 的 子 群 ,K 是 互 的 子 群 ,证 明 : 
IG:KI=|IG:H|I:| H:K|. 
18. 设 有 H)，H;,，N 是 群 G 的 正规 子 群 , 且 H; 守 H;, 则 HiN 是 H; NN 的 正规 子 群 . 
19. 证 明 : 群 G 中 子 群 HH 是 正规 子 群 的 充分 必要 条 件 是 :五 的 任意 两 个 左 陪 集 的 乘积 仍 
然 是 有 的 一 个 左 陪 集 . 
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20. 设 N 是 含 于 群 G 的 中 心 Z(G) 的 子 群 , 则 N 是 G 的 正规 子 群 ;如 果 G/N 是 循环 群 ， 
那么 G 是 交换 群 , 试 加 以 证 明 . 

21. 设 A, B 都 是 群 G 的 正规 子 群 ,并 设 它 们 的 阶 互 素 , 证 明 :A 中 任 一 元 素 与 B 中 任 一 
元 素 都 可 交换 . 

22. 证 明 : 群 G 的 循环 正规 子 群 的 子 群 仍 是 G 的 正规 子 群 . 

23. 证 明 :包含 换 位 子 群 的 子 群 是 正规 子 群 . 

24. 证 明 : 群 的 中 心 是 特征 子 群 , 换 位 子 群 是 特征 子 群 . 

25. 假定 群 G 与 群 G 同 态 ,N 是 G 的 一 个 正规 子 群 ,N 是 六 的 敢 像 ,证 明 ; 
G/N~ G/N. 

26. 证 明 ; 非 交换 单 群 与 它 的 内 同 构 群 同 构 . 

27. 设 G 是 一 个 群 ,对 a € G, 定义 左 平移 ai: G 一 G, 对 x€ G, ai(z) = az. 
证 明 :映射 6, G 一 Gi, 对 a E G, 有 4b(a) = (a-'), (其 中 G = {a | ae G)) 是 同 构 映射 . 

28. 设 刀 和 K 是 群 G 的 子 群 , 且 对 任 一 上 E K, 有 AH = Hk, 证 明 : Hd KH, HN 
KdKEHKH/H~>K/KNH. 

29. 证 明 : 单 群 的 同 态 像 是 单 群 或 者 单位 元 群 . 

30. 假定 群 G 只 有 两 个 不 同 的 正规 子 群 ,G 恰 有 三 个 不 同 的 正规 子 群 ,G 和 G 同 态 吗 ? 

31, 设 G= {一 1, 1), 二 元 结合 法 是 数 的 乘法 , 则 G 是 一 个 群 .映射 c, S, 一 G, 对 
af6E S,, 若 a 为 偶 置换 , 则 ola) = 1, 否则 ola) = 一 1. 试 证 o 是 同 态 . 那么 Kero 是 什么 ? 
S,/Kerz 的 元 素 是 什么 ? 

32. 证 明 : 子 群 H 是 正规 子 群 当 且 仅 当 昌 的 共 二 是 H 自身 . 

33. G 是 一 个 群 . 证 明 :G 是 交换 群 的 充分 必要 条 件 是 G 到 自身 的 映射 rc, a -~ or， ae 
G, 是 G 的 一 个 自 同 构 . 
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第 二 章 环 和 域 


在 上 一 章 里 ,讨论 了 群 的 概念 及 其 基本 性 质 , 了 解 到 群 是 只 具有 一 个 代数 运 
算 的 代数 系 . 在 这 一 章 里 ,要 研究 具有 两 个 代数 运算 的 代数 系 ,这 就 是 环 和 域 . 在 
中 学 代数 里 已 经 知道 , 数 可 以 分 成 :整数 有 有理数、 实数 和 复数 等 ,在 高 等 代数 里 
又 知道 ,全 体 整 数 是 一 个 数 环 , 而 全 体 有 理 数 ,全 体 实数 和 全 体 复数 都 是 一 个 数 
域 . 由 此 可 见 ,研究 环 与 域 这 两 个 代数 系 ,讨论 其 基本 的 性 质 ,并 认识 几 种 重要 的 
环 和 域 ,一 方面 对 于 中 学 代数 有 更 清楚 的 了 解 , 另 一 方面 可 以 得 到 做 进一步 研究 
与 学 习 的 基本 知识 . 


第 一 节 环 的 概念 


一 、 环 的 定义 


在 群 里 ,任意 两 元 只 有 一 个 结合 法 ,现在 来 讨论 有 两 种 结合 法 的 代数 系 , 环 
是 其 中 最 基本 的 、 

定义 1 设 尺 是 一 个 非 空 集合 ,如 果 它 有 两 个 代数 运算 ,一 个 叫做 加 法 (用 
符号 “十 "表示 ) ,一 个 叫做 乘法 (用 符号 ”。 ”表示 ) ,并 且 满 足下 列 条 件 : 

(1) 对 于 加 法 成 为 交换 群 ,叫做 R 的 加 群 ; 

(2) 对 于 乘法 成 为 半 群 ,叫做 尺 的 半 群 ; 

(3) 对 于 加 法 及 乘法 适合 分 配 律 , 即 R 中 任意 三 元 a, b, c, 有 


a(0 十 c) 一 ap 十 ac， (十 c)a 一 pa 十 oa， 


则 R 对 于 这 两 个 代数 运算 叫做 一 个 环 . 

若 一 个 环 满足 乘法 的 交换 律 , 即 ab 二 ba, 就 叫做 交换 环 ,否则 叫做 非 交 换 
环 . 同 群 的 情况 一 样 ,元 数 是 有 穷 的 环 , 叫 做 有 限 环 , 否 则 叫做 无 限 环 . 下 面 看 一 
些 环 的 例子 . 

例 1 全 体 整数 对 于 数 的 加 法 及 乘法 作成 环 ; 全 体 有 理 数 、 全 体 实数 、 全 体 
复数 对 于 数 的 普通 加 法 及 普通 乘法 都 作成 环 . 

例 2 令 Z[i]= {atbila, bE Z,i=—1), 2 对 了 数 的 加 涛 及 时 作 运 
算是 一 个 环 , 它 是 一 个 数 环 ,通常 叫做 Gauss 整数 环 . 

例 3 用 整数 组 成 的 所 有 n 阶 和 矩阵 (2 是 固定 的 ) 对 于 矩阵 的 加 法 及 乘法 成 
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为 一 个 环 , 它 不 是 交换 环 . 如 果 R 是 环 ,所 有 用 R 中 元 组 成 的 n 阶 和 矩阵 成 为 一 个 
非 交 换 环 ,叫做 RR 上 的 n 级 全 和 撼 阵 环 , 用 R, 表示 . 
例 4 设 尽 是 环 , G = {wu ,us，…, u,) 是 群 ,结合 法 是 乘法 ,对 于 形 如 


Da = a taut "tau, ai ER 
和 

的 元 规定 
Da = D ouirW a = bs i = 1; wn 
ft 各 


Si 十 Dou, = > + bus 
各 各 


(Be) (Deu)= Dab 


则 所 有 这 样 的 元 形成 为 环 ,叫做 G 关于 R 的 群 环 ,用 R[G] 表 示 . 

例 5 任意 加 群 ,如 果 规 定 其 中 任意 两 元 的 乘积 为 0( 加 群 的 单位 元 ), 那 它 
显然 成 为 环 , 这 样 的 环 叫做 零 环 . 只 由 一 个 零 元 组 成 的 环 是 零 环 ,有 时 叫做 零 ， 

因为 环 是 一 个 加 群 ,所 以 在 环 中 用 加 法 表示 的 各 种 性 质 , 也 就 是 加 群 的 各 种 
性 质 ,可 以 直接 得 到 ,主要 有 以 下 几 条 : 

ot+a=at+0=a; 

@—at+a=a—a= 0; 

图 一 (一 a) = 一 ai 

@at+c= bc=b—a; 

©@—(at+b) =—a—b,—(a—b) =—a+b. 

下 面 主要 讨论 与 乘法 有 关 的 各 种 性 质 . 

(1)0.4=a.0=0 (0 是 RR 的 零 元 ); 

(2) (一 a)2 一 a。( 一 0) 一 一 响 ，( 一 0) (一 六 一 ab; 

(3) a( 一 c) 一 几 一 ac，( 一 c)a 一 如一 o. 

证 (1) 由 分 配 律 0"a 一 (0 十 0)a 一 0.a 十 0。a, 所 以 

一 0.a 十 0.a 十 0.a 王 一 0。a 十 0。a， 

即 得 0.a=0. 

(2) 四 十 (一 a)6 一 [ae 十 (一 a)] 一 0.0 一 0， 

WB+a(—b) =alb+(—)]=a.0=0, 

由 ab 的 负 元 一 ab 的 惟一 性 知 
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—ab= (~—a)b=a(—b), 


又 (一 a)( 一 有 =—[a(—)]=—[-(%)]=. 


(3)  a( 一 c) 一 ap 十 (一 c 让 一 双 十 a( 一 c) 一 田 一 ac， 
(一 c)a 一 [十 (一 c)]a 王 pa 十 (一 c)a 一 ba 一 c 吧 ， 

由 上 面 的 讨论 知 , 在 一 个 环 R 中 进行 加 、 减 、 乘 运算 与 普通 代数 中 的 数 的 情 
况 是 一 样 的 ,但 对 于 乘法 ,两 个 元 素 相 乘 其 先后 次 序 一 般 不 能 颠倒 ,除法 (乘法 的 
逆 运 算 ) 在 R 中 不 一 定 能 施行 ,因此 乘法 的 消去 律 不 一 定 成 立 . 

定义 2 假如 a 是 环 R 中 元 ,如 果 尺 中 有 一 元 关 0, 使 得 ob 二 0(ba 一 0)， 
那么 a 就 则 做 R 的 左 ( 右 ) 零 因子 . 

由 定义 2, 当 a 头 0 时 ,b 是 R 的 右 零 因子 ,一 个 元 如 果 既 是 左 零 因子 ,又 是 
右 零 因子 ,就 叫做 零 因子 . 环 R 中 元 a 如 果 不 是 R 的 左右 零 因子 ,就 叫做 正则 
元 . 非 零 环 的 零 元 是 当然 的 零 因 子 , 环 中 除 当 然 零 因 子 外 ,还 可 能 有 其 他 零 因子 . 


例 6 在 整数 环 了 上 的 2 阶 全 短 阵 环 2 中 , 非 夫 元 {” 0)，(” ，) 都 是 
零 因 于 ,因为 


a 0\/0 0 0 Oa 0 0 0\/dD0 
( oj( | ns (, ls oj= 0， GE ,中 0)- 
定义 3 ”如果 环 尺 中 除 零 元 外 既 没 有 左 零 因 子 ,又 没有 右 零 因子 ,那么 RR 就 
叫做 无 零 因 子 环 ; 交 换 无 零 因子 环 叫 做 整 环 . 
整数 环 就 是 一 个 整 环 ,高 斯 整数 环 也 是 一 个 整 环 . 
显然 一 个 环 是 无 零 因子 环 的 充分 必要 条 件 是 环 中 任意 元 a, 5, 若 ob = 0， 
则 有 a 一 "0 或 5 一 0. 
定理 1 环 成 为 无 零 因子 环 的 充分 必要 条 件 是 R 的 乘法 适合 消去 律 : 
Qa 天 0, ab 一 ac 一 0 一 c， 


4 天 0,， ba = ab = 6, 


其 中 a, b,c € RR. 

证 充分 性 : 设 环 R 的 乘法 适合 消去 律 ,任意 a € R, a 承 0, 若 有 bE R， 
使 得 ab = 0 = a .0, 由 消去 律 知 5 二 0, 说 明 a 不 是 左 零 因子 , 故 R 不 含 左 零 
因子 , 同 理 R 不 含 右 零 因子 . 

必要 性 : 设 环 R 不 含 左 零 因子 , 若 e, b, cE R, 并 且 a 关 0, 而 wb 二 ac, 则 
alb 一 0) 一 0, 由 于 4a 不 是 左 零 因子 ,因而 5 一 c = 0, 即 5 二 <, 这 说 明 尺 的 乘 
法 适合 左 消去 律 , 同 理 可 证 R 的 乘法 也 适合 右 消 去 律 . 定理 得 证 . 
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环 中 元 4a, 车 a" = 0, 这 里 的 ”是 正 整数 , 那 a 就 叫做 寄 零 元 , 零 元 是 寡 零 
元 , 非 零 的 老 零 元 是 零 因 子 . 因此 在 无 零 因子 环 中 零 元 是 惟一 的 等 零 元 , 它 没有 
非 零 的 宕 零 元 .、 


二 、 环 的 单位 元 、. 逆 元 


下 面 ,讨论 环 中 乘法 的 单位 元 和 逆 元 . 

环 对 乘法 可 能 只 成 为 半 群 ,所 以 在 环 的 定义 中 ,并 不 要 求 对 乘法 要 有 单位 元 
及 逆 元 ,但 在 许多 环 中 这 种 元 往往 是 存在 的 . 

定义 4 环 尺 的 元 素 。 叫做 尺 的 左 ( 右 ) 单 位 元 ,如 果 对 于 R 中 任意 元 素 a 
均 有 ea = a(oe = a). 如 果 。 既 是 左 单位 元 ,又 是 右 单位 元 ,那么 e 就 叫做 R 的 
单位 元 ,这 时 尺 叫 做 有 单位 元 环 . 

整数 环 的 单位 元 是 1. 

一 个 环 未 必 有 单位 元 ,但 如 果 R 有 单位 元 , 则 只 能 有 一 个 ,事实 上 ,如 果 e 
及 es 都 是 尺 的 单位 元 ,那么 ea 一 ee = ei. 

定理 2 〈1) 若 环 尺 有 左 单位 元 e; , 右 单位 元 e , 则 e = e, 且 e 是 尺 的 单 
位 元 . 
(2) 若 环 及 有 仅 上 且 有 一 个 左 单位 元 e, 则 是 尺 的 单位 元 . 
证 (1)@ 一 ee 一 e,* 故 是 R 的 单位 元 . 
(2) 设 e 是 R 的 惟一 的 左 单位 元 ,于 是 对 于 R 中 任意 元 a, 5b 均 有 


(ae—~ate)6=ab—abi+w = 0, 


故 ae 一 a 十 e 是 R 的 一 个 左 单位 元 ,那么 ae 一 a 十 e ==e, 即 ae = a, 故 e 也 是 R 
的 右 单位 元 ,所 以 e 是 及 的 单位 元 . 

一 个 环 可 能 有 多 个 左 单位 元 而 没有 右 单位 元 ,同样 也 可 能 有 多 个 右 单位 元 
而 没有 左 单位 元 . 例如 所 有 形 如 的 短 阵 形成 的 环 , 它 就 没有 有 单位 元 ,但 


有 无 穷 多 个 左 单 位 元 8“). 


单位 元 不 是 零 因 子 , 但 左 ( 右 ) 单 位 元 就 不 一 定 , 例 如 左 单位 元 上 人 是 右 


sm 了 ,四 %( 6)(o 0)= (0 路 


环 中 元 a, 如 果 a? = a, a 就 叫做 罕 等 元 . 因此 左 ( 右 ) 单 位 元 是 寡 等 元 . 通常 
所 说 的 寡 等 元 是 异 于 零 的 元 . 如 果 寡 等 元 。 是 正则 元 ,那么 它 就 是 单位 元 . 这 是 
因为 
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即 e(ea 一 a) 一 0， 
所 以 aa 一 a. 


定义 5 设 环 尺 中 有 单位 元 e, 对 于 及 中 元 ,如果 存在 元 素 0E R, 使 得 
ba 二 eleb = e), 则 六 时 做 a 的 左 ( 右 ) 逆 元 .如 果 元 素 5 使 得 吵 一 如 一 <, 则 六 
叫做 a 的 逆 元 ,此 时 5 记 为 a-! ,并 且 a 就 叫做 R 的 一 个 可 逆 元 . 
如 果 a 有 逆 元 a-! ,那么 a-! 的 逆 元 就 是 a; 又 车 5 有 北 元 b-!, 则 ab 的 逆 元 
是 bp-'a-!, 即 
(a =a, (ab)! = ba 


零 元 没有 逆 元 , 零 因子 也 没有 逆 元 ,这 是 因为 a 是 零 因子 ,那么 ab = 0， 
5b 关 0, 车 a 有 逆 元 a-:, 则 oo = a710, 即 6b==0, 与 假设 不 合 , 故 a 没有 道 
元 . 所 以 a 有 逆 元 ,就 不 是 零 因子 . 

同 单位 元 的 性 质 相似 ,有 : 

定理 3 假定 环 R 有 单位 元 e, a € R, 则 

(1) 如 果 a 有 左 逆 元 0 及 右 逆 元 c, 则 一 c, 且 5 是 a 的 逆 元 ; 

(2) 如 果 a 有 且 仅 有 一 个 左 逆 元 0, 则 是 a 的 逆 元 . 

证 (1) 由 题 设 知 = ac = e, 于 是 


0 一 如一 b(ac) 一 (如 )c 一 上 一 < 


故 5 是 a 的 逆 元 . 

(2) 由 于 5 是 a 的 惟一 的 左 逆 元 , 则 ba 一 。, 那么 (ab 一 e 十 b)a = aba 一 ea 
十 ba = alba) 一 a 十 ba = e, 这 说 明 ob 一 e 十 b 是 a 的 一 个 左 道 元 , 则 
6 一 e 十 b= 二 5, 即 ab 二 =e,b 又 是 a 的 右 逆 元 ,所 以 上 是 a 的 逆 元 . 

定理 4 在 有 单位 元 的 环 R 中 ,所 有 可 逆 元 对 乘法 形成 为 群 G. 

证 设 a, 2 是 任意 的 可 逆 元 , 则 ab 是 可 逆 元 ,所 以 G 适合 群 的 定义 的 (1). 
由 环 的 定义 ,G 适合 群 的 定义 中 的 (2), R 的 单位 元 也 就 是 G 的 乘法 的 单位 元 ， 
< 就是。 的 逆 , 故 G 成 群 . 


三 、 子 环 


环 R 的 子 集 A, 如 果 对 于 R 的 两 种 代数 运算 来 说 作成 一 个 环 ,A 就 叫做 尺 
的 一 个 子 环 ,R 又 叫做 A 的 扩张 环 . 环 可 以 看 成 是 自身 的 子 环 , 异 于 自身 的 子 环 
叫做 真子 环 ,任意 环 都 有 只 由 一 个 零 元 组 成 的 子 环 . 同 群 的 情况 类 似 , 环 中 与 所 
有 元 能 够 交换 的 全 部 元 形成 子 环 , 叫 做 环 的 中 心 , 用 ZCR) 表 示 , 显 然 交 换 环 的 中 
心 就 是 它 自身 了 . 
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由 定义 很 容易 得 到 : 
环 R 的 非 空 子 集 A 作成 R 的 一 个 子 环 的 充分 必要 条 件 是 对 于 A 中 任意 元 
素 4a,5 均 有 
a—b€EA, awEA. 


第 二 节 除 环 和 域 


一 、 除 环 和 域 


上 一 节 介 绍 了 一 个 含 单位 元 的 环 的 可 逆 元 的 概念 ,并 且 看 到 环 里 任意 一 个 
元 不 一 定 是 可 逆 元 .那么 在 一 个 环 里 会 不 会 每 一 个 元 都 有 一 个 逆 元 ? 在 一 些 特 
殊 的 情形 下 这 是 可 能 的 . 

定义 1 一 个 环 尺 ,如 果 满 足以 下 条 件 : 

(1) R 至 少 含有 两 个 元 ; 

(2) R 含有 单位 元 ; 

(3) R 中 每 一 个 非 零 元 都 有 一 个 逆 元 . 

及 就 叫做 一 个 除 环 . 

定义 2 一 个 交换 的 除 环 叫做 一 个 域 . 

如 果 一 个 域 是 一 个 有 限 集 , 这 个 域 就 叫做 有 限 域 . 

例 1 有 理 数 集 Q, 实 数 集 R, 复 数 集 C 对 于 数 的 普通 加 法 及 普通 乘法 都 成 
为 一 个 域 . 

例 2 令 轧 为 一 个 素数 , 模 p 的 剩余 类 Z = Z 一 (p) 是 一 个 域 . 

除 环 和 域 有 以 下 几 个 重要 性 质 : 

(1) 一 个 除 环 没有 零 因 子 . 这 是 因为 


a#0,%=0>a a =b=0. 


(2) 一 个 除 环 R 中 不 为 零 的 元 对 于 乘法 来 说 作成 一 个 群 ,叫做 乘 群 . 这 样 一 
个 除 环 是 由 两 个 群 :加 群 和 乘 群 ,凑合 而 成 的 ;而 分 配 律 好 像 是 一 个 纽带 ,使 得 这 
两 个 群 中 间 发 生 一 种 联系 . 

除 环 是 无 零 因子 环 , 它 的 北 一 般 不 成 立 ,但 对 有 限 环 是 成 立 的 . 

定理 1 元 数 大 于 1 的 有 限 无 零 因子 环 是 除 环 . 

证 由 第 一 节 的 定理 1 知 无 零 因子 环 中 非 零 元 满足 乘法 的 消去 律 ,又 由 第 
一 章 第 一 节 知 识 , 它 对 除法 是 闭合 的 ,因此 环 中 所 有 非 零 元 对 乘法 成 群 ,所 以 环 
成 为 除 环 . 定理 得 证 . 

由 定理 1, 还 可 以 得 到 :元 数 大 于 1 的 有 限 整 环 是 一 个 域 . 
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因此 ,有 限 环 如 果 不 是 除 环 , 它 就 应 该 含有 零 因子 . 在 有 限 环 中 不 是 零 因子 
的 元 都 是 可 逆 元 ,也 即 任意 没有 逆 元 的 元 都 是 零 因 子 . 例如 有 限 环 没有 非 零 的 寡 
零 元 ,并 且 只 有 一 个 罕 等 元 ,那么 这 环 就 是 除 环 了 . 

环 战 为 除 环 , 只 要 它 的 所 有 非 零 元 对 乘法 能 够 成 为 群 ,也 即 对 于 环 R 中 任 
意 两 元 a(a 关 0)，0 ,方程 az = 5b, ya 二 5 在 R 中 有 解 ,那么 RR 就 是 除 环 .实际 
上 这 两 个 方程 只 要 一 个 有 解 就 行 了 . 

定理 2 环 RR 成 为 除 环 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 RR 中 任意 两 元 a, b, a 关 0， 
方程 az 一 2 (或 者 ya = 5) 在 RR 中 有 和 解 . 

证 如 果 尺 是 除 环 ,那么 对 非 零 元 成 为 群 ,当然 az = 6b( 或 ya = 5) 在 R 中 
有 解 , 故 充分 性 成 立 . 下 证 必要 性 . 

设 a, 为 R 中 任意 非 零 的 元 , az = 5 在 R 中 有 解 ,那么 by = 工 在 R 中 也 
有 解 , 则 有 aby 二 az 一 0, 于 是 ab 取 0, 即 是 说 R 中 任意 非 零 元 的 乘积 仍 是 非 
零 元 ,因此 R 是 无 零 子 环 . 又 因为 ae = a, 有 ae。e = ae, 即 a(e: 一 e) = 0, 于 是 
ez: 一 e, 这 就 是 说 e 是 无 零 因 子 环 尺 的 圭 等 元 ,所 以 < 是 尺 的 单位 元 . 

又 aa' =。, 知 % 是 a 的 右 逆 元 ,但 R 是 无 零 子 环 ,因此 a 也 是 a 的 逆 元 ,于 
是 尺 中 所 有 非 零 的 元 对 乘法 成 群 ,因此 R 是 除 环 . 

二 、 子 域 

定义 2 设 A 为 域 下 的 一 个 非 空 子 集 ,如 果 它 对 于 下 的 代数 运算 来 说 作成 
一 个 域 , 则 A 就 叫做 下 的 一 个 子 域 . 

同样 可 以 定义 子 除 环 , 子 整 环 等 . 

由 定义 2, 可 以 得 到 域 F 的 非 空子 集 A 作成 下 的 一 个 子 域 的 充分 必要 条 
件 是 : 

(1) A 包含 不 等 于 零 的 元 ; 

(2) a, bE A=a 一 5E A; 

(3) apEA, 且 0 天 0=ab €A. 

由 子 域 的 定义 , 除 环 尺 中 与 所 有 元 能 够 交换 的 元 的 全 体形 成 子 域 ,叫做 除 环 
及 的 中 心 . 除 环 尺 中 所 有 与 子 除 环 下 中 任意 元 能 够 交换 的 元 形成 除 环 RR 的 子 除 
环 , 叫 做 下 的 中 心 化 子 , 用 ZCF) 表 示 , 即 ZCF) = {rz|zE€R,zxy= yr,y€ FF}. 


第 三 节 同 态 同 构 


一 、 环 的 同 态 ” 环 的 同 构 


由 第 一 章 的 学 习 , 已 经 知道 了 群 的 同 态 与 同 构 , 为 了 进一步 讨论 环 的 结构 ， 
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要 把 同 态 、 同 构 推 广 到 环 . 除 环 上 . 同 态 , 同 构 是 研究 环 的 重要 工具 . 
定义 1 设 RR 与 R' 是 两 个 环 ,o 是 R 到 及 "的 映射 ,如 果 对 于 尺 中 任意 元 ， 
5b 均 有 
ola+b) = o(a) t+o(b), oa(ab) = ola)olb), 


那么 映射 就 叫做 R 到 R 的 同 态 ,如 果 o 是 R 到 R 内 的 映射 ,o 就 叫做 R 到 RR 


内 的 同 态 ;如 果 o 是 R 到 R 上 的 映射 ,s 就 叫做 R 到 R' 上 的 同 态 ;这 时 又 说 RR 与 
RR' 同 态 , 用 记号 R ~ R' 表示 . 如 果 o 又 是 单 射 , 即 是 可 逆 的 , 它 就 叫做 同 构 ,这 
时 尺 岂 做 与 R' 同 构 ,用 RR 二 R' 表示 . 

例 1 也 是 整数 ,Z, 是 模 n 的 剩余 类 环 , 令 


o: ZZ, 


ri,r€ELZ. 
易 见 so 是 忆 到 二 的 一 个 满 射 . 任 取 rz ,zs € Z， 
gni 二 Tz) 一 石 十 袜 一 五 十 五 一 oz) 十 cCzs)， 
azrizz) 一 Zizz 一 五 五 一 aoCzl)aCzz)， 
所 以 o 是 到 去, 的 同 态 . 
例 2 一 {e+4i|, ,bE Q) 为 高 斯 数 域 ,K' = (4 ) 
为 除 环 , 令 


eeegl 


o: KK’ 


. ab 
e+ei ( ): 
一 有 2 


显然 ,这 时 的 oc 是 K 到 天 "的 双 射 ,又 因为 
(ae 十 0 十 (c 十 di) = (ae 十 c) 十 (0 十 di 
(a 十 biD(c 十 di) = (ac 一 好 ) 十 (ad +be)i, 
a c at+ce b+d 
Ww (5 A nl a ) 
( a “人 c “= { we | 
—b al\—d ce —(ad+&) xc 一 妈 几 
故 oaL(Cae 十 bD 十 (c 十 ai] 一 ca 十 0iD 十 cCc 十 di)， 


ao[(a 十 biD(c 十 di)] 一 ca 十 6D。cCc 十 diD， 
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所 以 这 映射 是 同 构 , 因 此 天 一 天. 

由 定义 1 知 , 环 的 同 构 映射 是 一 个 等 价 关 系 , 两 个 同 构 的 环 除了 记号 外 , 构 
造 完全 一 样 , 它 保持 了 环 中 用 加 法 、 乘 法 两 种 运算 表示 的 一 切 运 算 性 质 . 因此 若 
及 与 尺 ' 是 两 个 同 构 的 环 , 那 么 RR 是 整 环 ,R' 也 是 整 环 ;R 是 除 环 ,R' 也 是 除 环 ;R 
是 域 ,R' 也 是 域 . 

环 的 同 态 , 也 保持 了 环 R 到 R’ 的 加 法 和 乘法 两 种 运算 ,所 以 RR 到 R’ 的 同 态 
映射 是 R 的 加 群 到 R' 的 加 群 的 同 态 映 射 ,因此 R 的 零 元 在 o 之 下 的 像 为 R' 的 
堆 元 ;R 的 元 a 的 负 元 一 a 在 a 之 下 的 像 为 一 c(a); 环 的 同 态 把 寡 零 元 变 成 寡 堆 
元 , 寡 等 元 变 成 寡 等 元 . 同 态 不 是 一 个 等 价 关系 ,关于 同 态 , 有 

定理 1 设 R 和 R“ 是 两 个 环 , 且 R~R', vc 为 同 态 映 射 , 则 有 : 

(1) 如 果 尺 是 交换 环 , 那 么 R' 是 交换 环 ; 

(2) 如 果 RR 有 单位 元 。, 则 oCe) 为 R' 的 单位 元 ; 

(3) 设 4a 为 R 的 一 个 可 逆 元 ,其 逆 元 为 a', 则 ola) 是 R' 的 可 逆 元 ,并 且 
[eC] = ola™'). 

证 (1) 设 R 是 一 个 交换 环 , 任 取 a’, bE R', 则 有 a, bE R, 使 得 
gba) 二 a glb) 一 办 因为 = ba, 所 以 a%b ?=o(a)o(b) =o(ab) 二 a(ta) 一 
olb)ala) = ba 即 R' 为 一 个 交换 环 . 

(2) 设 e 为 R 的 单位 元 , 令 ole) = ee R', 任 取 a’ € R', 由 于 o 是 满 射 ， 
所 以 存在 a € R, 使 得 sla) = a'. 因为 ea =ae =a, 故 ol(e)ola) =o(a)a(e) 一 
c(a)， 即 ea' 一 ae ==a', 故 ale) = e 为 R' 的 单位 元 . 

(3) 设 a 是 R 的 一 个 可 道 元 , 且 aa™' = aia = e, 于 是 c(a)c(a-1) = 
olan)ola) = ole), 故 ola) 是 R' 的 一 个 可 北 元 , 且 [z(a)]- = ola7'). 定理 
得 证 . 

要 注意 的 是 以 上 结论 反 过 来 却 不 一 定 成 立 . 一 个 环 有 没有 零 因 子 这 一 性 
经 过 一 个 同 态 映 射 后 是 不 一 定 保持 的 . 也 就 是 说 如 果 R ~ R', R 是 无 零 因 
环 ,R' 中 可 能 有 和 零 因子 ; 反 过 来 ,假如 R' 是 无 零 子 环 ,R 中 也 可 能 有 零 因子 ， 
及 是 整 环 时 ,R' 不 一 定 是 整 环 ,R' 是 整 环 时 ,R 也 不 一 一 定 是 整 环 . 例如 Z~Z。， 
是 整 环 ,而 Z 有 零 因子 . 

同 群 一 样 , 环 也 有 自 同 构 , 自 同 态 整数 环 和 有 理 数 域 的 自 同 构 都 只 是 恒 等 同 
构 , 即 任意 元 与 自己 对 应 的 同 构 , 而 a 十 bi a 一 5i 是 复数 域 的 自 同 构 . 由 可 逆 
元 “决定 的 自 同 构 z > aza™'，, 叫 作 内 ( 自 ) 同 构 , 不 是 内 ( 自 ) 同 构 的 自 同 构 , 叫 
做 外 ( 自 ) 同 构 . 对 于 任意 内 同 构 不 变 的 子 环 ,叫做 不 变 子 环 . 

群 的 所 有 自 同 构 形成 自 同 构 群 . 对 于 环 也 希望 能 有 与 这 类 似 的 自 同 态 环 . 设 
环 尺 的 自 同 态 c, rz 的 积 or(a) = c(r(a)) 为 RR 的 自 同 态 ;o, r 的 和 (c 十 Cao) 
一 ca(a) 十 r(a) 却 不 是 尺 的 自 同 态 ,因为 
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长 路 涵 


(Co 十 r)(ap) 天 (c 十 r)(a)。( 十 rz)(CO)， 


故 尺 的 所 有 自 同 态 不 可 能 形成 为 环 . 

下 面 将 环 尺 看 成 是 加 群 来 讨论 . 

G 是 一 个 加 群 ,o, r+ 为 G 的 自 同 态 , 因 为 cr(a) = cCrCa)), 所 以 o, rt 乘积 
or 是 G 的 自 同 态 ,又 规定 


(a+)(a) 一 oaCa) 十 r(a). 


显然 a,r 的 和 a 十 + 也 是 加 群 G 的 自 同 态 , 易 证 加 法 的 交换 律 ,结合 律 、 分 配 律 均 
成 立 , 再 
o(0)=0, 一 ca) = 0o(—a), 

因此 G 的 所 有 自 同 态 成 为 有 单位 元 的 环 , 叫 做 加 群 G 的 自 同 态 环 . 

因此 ,单位 元 群 的 自 同 态 环 是 由 零 元 组 成 的 零 环 , 一 般 有 : 

定理 2 元 数 大 于 1 的 单纯 加 群 的 自 同 态 环 是 除 环 . 

这 是 因为 由 群 的 同 态 这 一 节 知识 有 ,单纯 加 群 的 异 于 零 的 自 同 态 是 自 同 构 . 

如 果 把 环 看 成 加 群 ,那么 它 就 有 自 同 态 环 , 于 是 任意 环 都 有 自 同 态 环 . 需要 
注意 的 是 ,这 里 所 说 的 自 同 态 是 把 环 看 成 加 群 时 的 自 同 态 , 并 不 是 环 的 自 同 态 . 

定理 3 设 R 是 有 单位 元 的 环 ( 或 是 无 零 因子 环 ),a 是 其 中 一 元 ， 
o(r) 二 ar, 那么 R 与 所 有 自 同 态 o。 形成 的 环 同 构 . 

证 首先 因为 映射 o,(r) = ar 是 把 R 看 成 加 群 时 的 自 同 态 , 又 因为 
a b ER, or) = ar, olr) = br, 则 


Garsl7) = (ator= arthr = or)+o,(r) = (0 + 0,) (7), 


au (7) = (ab)r = (gs « oi)r, 
所 以 aa 一 0 十 oo， ou = Ga * Oo, 
故 这 样 的 自 同 态 o。 形成 环 R“. 再 定义 映射 c: R->R' 为 a 一 0,, 易 证 o 是 RR 到 R' 


的 同 态 . 

当 R 是 有 单位 元 或 无 零 因 子 环 时 ,由 于 , 当 o。 = os 时 ,就 有 ar = br. 又 因 
为 RR 是 无 零 因子 环 , 故 有 a = b, 当 R 有 单位 元 e 时 ,由 ae 一 如 ,也 有 a 一 六, 于 
是 o 又 是 R 到 R' 的 同 构 .定理 得 证 . 

由 定理 3, 就 可 以 找到 有 单位 元 的 环 R 的 同 构 环 R". 


二 、 挖 补 定理 


在 讨论 环 的 结构 时 ,常常 需要 从 一 个 已 知 环 出 发 ,构造 一 个 新 的 环 使 得 它 以 
已 知 环 为 子 环 , 碰 到 这 种 情况 , 常 要 用 到 下 面 的 关于 同 构 环 的 定理 4, 先 证 明 : 
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引 理 ”假定 集合 S 与 S" 之 间 存 在 一 个 一 一 映射 ,并 且 S 有 加 法 和 乘法 , 那 
么 可 以 替 S' 规 定 乘法 和 加 法 ,使 得 S 与 S" 对 于 一 对 加 法 以 及 一 对 乘法 来 说 都 是 
同 构 的 . 

证 假定 在 给 定 的 一 一 映射 之 下 ,S 的 元 xz 同 S' 的 元 x 对 应 ,规定 : 

a'+b = 二 tc， 车 a+b=c; 
a%b' 二 d， 车 四 = 村 

这 样 规定 的 法 则 是 S' 的 加 法 与 乘法 ,因为 给 了 a 和 6 ,就 可 以 找到 惟一 的 a 和 
5, 因 而 也 可 找到 惟一 的 c 和 4d ,惟一 的 c,d'“. 这 样 规定 之 后 ,o 显然 对 于 一 对 加 
法 及 一 对 乘法 来 说 都 是 同 构 映射 . 

定理 4 〈 挖 补 定理 ) 假 定 R 是 环 S 的 一 个 子 环 ,R 在 S 里 的 补 集 与 另 一 个 
环 R' 没 有 共同 元 ,并 且 R 二 R', 那么 存在 一 个 与 S 同 构 的 环 S', 而 且 R' 是 S' 的 
子 环 . 


证 假设 R= {a 6,,，…,), R' 二 {ar,b;,，…,}, 并 且 在 R 与 R' 之 间 的 同 
构 映 射 c 之 下 ， 
03 ar 一 af 
S 中 不 属于 R 的 元 用 a，6，… 表 示 , 这 样 
S= (ap mp，| ay 0. 
现在 将 所 有 的 of， b;,，… 和 所 有 的 a, b,… 放 在 一 起 ,作成 一 个 集合 S ， 
S’= {a’, 多， a, be,}, 


即 S 一 R'U(S 一 R) ,并 且 规 定 一 个 法 则 
miar 一 aa 一 ay 


即 o 是 S 到 S' 的 映射 ,这 对 应 的 关系 是 S 一 R 中 元 与 其 自身 对 应 ,R 与 R' 中 元 
对 应 .那么 m 显然 是 一 个 S 到 S “的 满 射 . 对 于 S 的 任意 两 个 不 相同 的 元 ,这 两 
个 元 若 同时 属于 尺 , 或 同时 属于 S 一 R, 那 么 它们 在 m 之 下 的 像 显 然 不 同 ;若是 这 
两 个 元 一 个 属于 R, 一 个 属于 S 一 R, 那么 它们 在 o 之 下 的 像 一 个 属于 R ,一 个 
属于 S 一 R. 又 由 于 S 与 S 一 尽 没有 共同 元 ,这 两 个 像 也 不 相同 ,这样 o 就 是 S 
到 S “的 一 个 一 一 映射 . 
这 样 ,由 引 理 ,可 以 蔡 S 规定 加 法 和 乘法 使 得 
号 全 加 


再 由 S 的 构成 来 看 , R'C S', R' 原 来 就 有 加 法 和 乘法 ,并 且 是 一 个 环 ,但 还 
不 能 说 ,R' 就 是 S' 的 子 环 . 因为 由 子 环 的 定义 ,R' 要 对 于 S“ 的 运算 来 说 作成 一 个 
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子 环 。 
用 “四 "表示 S' 的 加 法 ,“ 十 ”表示 R' 的 加 法 , 设 of， 忆 为 尺 ' 的 两 个 任意 元 ， 
并 且 
af 十 太一 cf 
那么 由 于 “外 ”的 定义 ,以 及 R 与 R' 同 构 , 有 
eBDb= ce arth= cf 


这 就 是 说 ,假如 只 看 对 于 R' 的 影响 ,S' 的 加 法 与 R' 原 来 的 加 法 没有 什么 区 别 , 同 。. 
样 可 看 出 ,S' 的 乘法 同 R 的 乘法 对 于 R' 的 影响 也 是 一 样 的 . 因此 R' 就 是 S 的 子 
环 . 定理 得 证 . 

挖 补 定理 的 含义 可 以 用 下 面 的 图 4. 2. 1 来 表示 . 


一 、 多 项 式 

这 节 要 介绍 一 种 特殊 的 环 一 一 多 项 式 环 ,多 项 式 环 在 环 论 中 占有 重要 的 
人 R。 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ,R 是 R。 的 子 环 ,并 且 包 含 Re 的 单位 
元 ,a € Ro，, 那么 

Qoa 二 aia 十 十 axa" 一 ao 十 aa 十 … 十 aa"” (ai € R) 

有 意义 ,是 R。 的 一 个 元 . 

定义 1 一 个 可 以 写成 

ao 十 aal 十 … 十 asa" (a€ER,nE€EN) 
形式 的 Re 上 的 元 叫做 R 上 的 关于 a 的 一 个 多 项 式 , a:(0 之 i 过 n) 称 为 多 项 式 
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的 系数 . 

把 所 有 尺 的 a 的 多 项 式 放 在 一 起 ,作成 一 个 集合 ,这 个 集合 用 R[o] 表 示 . 并 
且 规定 当 多 项 式 中 a; = 0 时 ,aia' 可 以 略 去 不 写 ,也 就 是 说 ,在 一 个 多 项 式 中 ,可 
以 任意 增加 或 减少 系数 是 零 的 项 . 再 规定 两 个 多 项 式 的 相等 以 及 它们 的 加 法 、 乘 
法 ,这 些 也 正 是 普通 代数 中 多 项 式 的 计算 法 则 : 

(D ao 十 aic 十 … 十 ao" = bthat+ bea", a = bs 

(2) Cao t+ arat a + 二 ana") 十 (bo 二 bra 二 十 ba") 

一 (ao 十 b) 十 … 十 (as 十 加 )a"3 

(3) (ae 十 …… 十 ana")。( 加 十 … 十 bua") 一 co 十 … 十 cpantn， 

其 中 ce 一 ao 久 十 ab 十 …… 十 abo = Dab,; 


i 


这 些 式 子 表明 ,R[o] 对 于 加 法 和 乘法 都 是 闭合 的 ,由 于 还 有 


一 (ao 十 ate 十 … 十 aa") 一 一 ao 一 … 一 ao" € R[a]， 
所 以 RLa] 是 一 个 环 . R[a] 显 然 是 Re。 的 包括 R 及 a 的 最 小 子 环 . R[o] 叫 做 
RR 上 的 a 的 多 项 式 . 


对 于 一 个 任意 的 a 来 说 , 当 系数 a;，as，…, a, 不 全 为 零 时 ,很 可 能 a 的 多 
项 式 
ao 十 aa 十 Pe 十 aa" 一 0. 


例如 令 R, = Q, R=Z, 取 a 一 计 EQ, 则 一 2( 主 )+3=0. 


定义 2 设 R, 是 一 个 含有 单位 元 的 交换 环 ,R 是 R。 的 子 环 , 且 尺 含 有 R。 
的 单位 元 .+ 是 R。 的 一 个 元 . 如 果 R 中 存在 一 组 不 全 为 零 的 元 ao，a ，…，, a， 
使 得 

ao 十 az 十 … 十 aoz" 一 0， 

工 就 叫做 R 上 的 一 个 未 定 元 . 

在 这 一 节 里 ,主要 是 讨论 未 定 元 的 多 项 式 . 

对 于 一 个 给 定 的 R。 来 说 ,R。 未 必 含 有 RR 上 的 未 定 元 . 

例如 :R 是 整数 环 ,R。 是 包含 所 有 a 十 bi (a, 0 是 整数 ) 的 整 环 ,这 时 对 R。 
的 每 一 个 元 a 二 a 十 bi 来 说 ,都 有 

(a +6)+ (~—2a)at+a’ = 0. 


二 、 多 项 式 环 


定理 1 如 果 RR 是 有 单位 元 的 交换 环 , 则 一 定 存在 R 上 的 未 定 元 z, 从 而 尺 
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上 关于 未 定 元 的 多 项 式 环 R(z) 也 存在 . 
证 明 分 三 步 来 证 明 这 个 定理 . 
第 一 步 : 利 用 RR 来 作 一 个 环 P 了 ,让 PP 刚好 包含 所 有 无 穷 序 列 


(ao，al，az，…)， 
这 里 a € R, 但 只 有 有 限 个 a; 关 0, 而 且 规 定 只 在 a; = 一 入 (一 0,， 1，2,，…) 时 ， 
(aoy ai az，…) = (bo bi, be, *). 
规定 一 个 加 法 : 
(ao，al me) 二 (bo, bisnn*) = Cao bo, a be). 
显然 这 是 一 个 的 代数 运算 ,而 且 P 对 于 这 个 加 法 来 说 作成 一 个 加 群 . 这 个 加 


群 的 零 元 是 (0, 0, 0,…). 
再 规定 一 个 乘法 


(aos ais azs ***) bos by, barn) = (co, ci, Ca, *"*), 

这 里 a= Dab; (k=0,1,2,.). 
有 
显然 这 也 是 一 个 P 的 代数 运算 ,并 且 这 个 乘法 适合 交换 律 . 
这 个 乘法 也 适合 结合 律 , 记 

(aoy， ay a2s *"°) bos by, pp) 一 (do di, di, …)， 

[Caos arsee) bos (cy cv) = (00, e1s°%°), 
那么 按照 乘法 的 定义 ， 

d= > ap 


计 J=m 


en 一 > doc 


HR 


= 2) (Datbi)er 


mn tm 


= 2) abc. 


把 (ao，, a ，…)[《Bbo， 如，…)《co， ci，…)] 计 算 一 下 ,可 以 得 到 同样 的 结果 . 
这 两 个 代数 运算 也 适合 分 配 律 , 记 


aos ars Lbos bs oe) + bcos os *%)] = (do, di, d;, …)， 


那么 ,由 加 法 和 乘法 的 定义 ， 
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di = Dailb, +6) 


= aa 十 at 

‘ Ss Eo 有 
把 (ao，a，…)(b， hi，…) 十 (ao a1，…)(co，c1，…) 计算 出 来 ,会 得 到 同样 
的 结果 

这 样 P 作成 一 个 交换 环 . 

在 了 里 有 等 式 

(ao, 0, 0, °°) (bo, bi, ***) = (aobo，aob ，…)， (1) 
由 式 (1) 可 以 得 到 


(1, 0, 0,%°°) (bo, bi, *%) = (bo, bi, *), 


这 就 是 说 已 有 单位 元 (1,， 0，0，…，). 
第 二 步 : 利 用 玉 来 得 到 一 个 包含 R 的 环 P. 


由 式 (1), 可 以 得 到 
(a, 0, 0,%%°)(b, 0, 0,%%) = (ab, 0, 0,°°°). (2) 

由 加 法 的 定义 ,我 们 有 
(a, 0，0，) 十 (6，0，0,…) 一 (ae 十 b，0，0，…)， (3) 


由 式 (2) 和 式 (3) ,全 体 (a, 0, 0,…) 形 成 的 的 元 作成 一 个 子 环 尺 ,并 且 

(a, 0，0,…) 一 4 
是 尺 与 R 间 的 一 个 同 构 映射 , 因为 RR 同 P 没有 共同 元 ,由 本 章 第 三 节 定理 4, 可 
以 用 尺 来 代替 尺 , 而 得 到 一 个 包含 R 的 环 已 ; P 也 是 有 单位 元 的 交换 环 , 并 且 P 


的 单位 元 就 是 R 的 单位 元 1. 
第 三 步 :最 后 我 们 证 明 已 包含 R 上 的 未 定 元 . 


记 工 一 (0，1，0，0,，…)， 
那么 有 
& 个 
Zt = (0, ,0, 1, 0,°%). (4) 


当下 一 1 时 ,这 个 式 子 显然 是 对 的 . 假定 对 于 k 一 1, 式 子 是 对 的 . 那么 ， 
#1 个 
zt = (0, 1, 0 ) (0 Or ves 0, 1, 0，…) 
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= Dj;， bis ) 
(Db D0) 


il1 


但 这 里 只 有 wa 和 为-; 等 于 1, 其余 ai, b; 都 等 于 零 ,所 以 除了 在 > )ai2i 这 个 和 
ix 
里 有 一 项 aipr: = 1X1 = 1 关 0 以 外 ,其 余 到 处 都 是 零 ,因此 就 有 
个 
一 一 人 一 一 一 
z= (0,0,.,0,1,0,.). 
现在 假定 在 P 里 ， 
ao 十 az 十 … 十 asz" 一 0 (Ca € R)， 
那么 在 已 里 
(ao，0，) 十 (al，0，) 工 十 … 十 (as，0，)z 一 (0，0，…). 
这 样 ,由 式 (4) 和 式 (1)， 
Cao， al，…，qao， 0 …) 一 (0，0,)， 
因而 a 一 0 一 … 一 an 一 0. 
这 正 是 说 ,z 是 R 上 的 未 定 元 . 定理 得 证 . 
设 尺 是 含 单位 元 的 交换 环 ,z 是 R 的 未 定 元 ,R 上 关于 z 的 多 项 式 环 R[z] 
就 叫做 及 上 二 元 多项式 环 ， 
R[z] = {ao 十 az 十 … 十 az" | au € R, 0 入 ii 入 mn 为 正 整 数 }. 
R[z] 中 的 任意 两 个 元 素 的 积 与 和 分 别 适 合式 (2) 和 式 (3). 
环 RLz] 的 元 
ao 十 QZ 十 …… 十 aoz” (5) 
叫做 一 元 多 项 式 , ai(0 过 i 过 n) 叫做 多 项 式 (5) 的 系数 ,ao 为 它 的 常数 项 . 系数 
全 为 零 的 多 项 式 叫做 零 多 项 式 , 并 记 为 0. 由 未 定 元 的 定义 可 知 ,R[z] 中 每 一 个 
非 零 元 可 以 惟一 地 表 为 
ao 十 GZ 十 六 十 aeze (a, 天 0)， 
此 时 a。 叫做 它 的 首 系数 . 
定义 3 设 a 十 az 十 … 十 asz"(a 天 0) 是 环 R 上 关于 未 定 元 zx 的 多 项 式 ， 
非 负 整 数 则 做 这 个 多 项 式 的 次 数 , 零 多 项 式 没有 次 数 。 
为 方便 起 见 , 常 用 符号 f(z) 表 示 一 元 多 项 式 环 RLz] 中 的 元 素 . 
以 上 所 说 的 概念 很 容易 推广 . 一 个 有 单位 元 的 交换 环 R, ,和 它 的 一 个 子 环 
R, R 包含 R。 的 单位 元 . 从 R。 里 任意 取出 nn 个 元 a1，as，…, as 来 ,那么 可 以 作 
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RR 上 的 ai 的 多 项 式 环 R[a], 然 后 作 R[a] 上 的 a 的 多 项 式 环 R[a][as]. 这 样 
下 去 ,可 以 得 到 R[a ][as]…[a,], 这 个 环 包括 所 有 可 以 写成 


a eg 
D) nai aa 
1 


《ana… E RR, 但 只 有 有 限 个 ai 天 0) (6) 


形式 的 元 ,把 具有 式 (6) 的 形式 的 元 叫做 尺 上 的 cl，az，…， a 的 一 个 多 项 式 ， 
as "叫做 多 项 式 的 系数 , 环 R[w ][as]…[es] 叫 做 尺 上 的 c:，cz，…，a 的 多 项 
式 环 , 这 个 环 也 经 常用 符号 R[a ,a ，…，o] 表 示 . 

定义 4 R 的 nn 个 元 x1， zo，…，, zx 则 做 R 上 的 无 关 未 定 元 ,如 果 任何 一 
个 尺 上 的 zi，z:，…，z 的 多 项 式 都 不 会 等 于 零 ,除非 多 项 式 的 所 有 系数 都 等 
于 零 . 

定理 2 设 尺 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ,"， 是 一 个 正 整 数 , 则 一 定 有 尺 上 的 
无 关 未 定 元 rz; ，zz，…，z* 存 在 ,因此 也 就 有 尺 上 上 的 多 项 式 环 R[zi，z，…， 
z] 存 在 . 

证 由 定理 1, 可 以 找到 一 个 R[zi, zs，…，, zx,], 使 得 zi 是 R[xzi, zs，…， 
ZT,] 上 的 未 定 元 ,这 样 得 来 的 mm ，z:，…，z, 是 R 上 的 无 关 未 定 元 . 这 一 点 用 归 
纳 法 可 以 看 出 :zi 显然 是 RR 上 的 未 定 元 . 假定 zx，，z。，…， xz,-! 是 尽 上 的 无 关 未 
定 元 ,由 

Danai Th zz = 0 (7) 


i 


可 得 DD) (ais Th zh 一 0， 


3 ( 之 Qari Th Ti )z = 0. 


这 样 ,因为 z, 是 R[xzi，z，…， zx,-1] 上 的 未 定 元 , 式 (7) 如 果 成 立 ,一 定 有 


iTh Ti} = 0 (一 0，1，…). 


因此 ,由 于 zi ，zz，…，z*-! 是 尽 上 的 无 关 未 定 元 ,可 得 所 有 


这 也 就 是 说 ,zf，zz，…，xz 是 尺 上 的 无 关 未 定 元 . 
上 述 ? 个 无 关 未 定 元 的 多 项 式 的 定义 与 普通 ”个 无 关 变量 的 多 项 式 的 定义 
并 不 相同 ,但 这 两 种 多 项 式 有 很 类 似 的 性 质 . 
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三 、 多 项 式 环 的 同 构 与 同 态 


定理 3 设 尺 及 RR 是 两 个 含有 单位 元 的 交换 环 ,p 是 R 到 尺 的 同 构 映射 ， 
R[z]j 与 R[x] 分 别 是 RR 及 RR 上 的 一 元 多 项 式 环 , 则 存在 R[x] 到 R[zj] 的 同 构 映 
射 c, 使 得 c(Cz) 一 z. 

证 设 p 是 R 到 R 的 同 构 映射 , 即 

9: RR 
一 六 任意 r € R， 
设 f(z) = o 十 az 十 … 十 anz”E R[z], 作 R[z] 到 R[xz] 的 映射 o: 
ao 十 az 十 … 十 asz" 一 Go 十 四 工 十 … 十 Gez". 

由 于 R[z] 及 R[x]J 中 每 个 非 零 多 项 式 的 表 法 是 惟一 的 ,以 及 gp 是 R 到 RR 的 双 身 
知 o 是 R[z] 到 R[z] 的 双 射 . 由 于 多 项 式 环 RLz] 及 R[z] 的 加 法 与 乘法 分 别 适 
合 公 式 (2),(3) ,以 及 映射 保持 R 到 尺 的 加 法 及 乘法 知 ,如 果 


fz), g(x) € R[z], o(f(z)) = fz), olg(z)) = 8(7), 
这 里 f(z), 8(zx) € R[xz], 那么 
off(z) + g(x)] = f(r) Har) = f(z) + B(x) = of(7)) +ol(g(z)), 
of(z) » g(7)) = Fz) gz) = fz) * Bz) = of(7)) + olg(7)). 


故 o 是 R[z] 到 R[z] 的 同 构 映射 , 且 由 o 的 定义 知 o(z) = zx. 

定理 4 设 R[zi, zi，…, z,] 和 R[Lam, as，*…, a,] 都 是 有 单位 元 的 交换 环 
RR 上 的 多 项 式 环 ,zi，zxs，…， Zz, 是 R 上 的 无 关 未 定 元 ,a ,as，*…, ow 是 R 上 的 
任意 元 ,那么 RLz ，z:，…，zu] 与 R[a ,as，…，, a,] 同 态 . 

证 用 (zi ，zz，…，zo) 来 表示 RLzi，zz ，…，zo] 的 元 


Dan Th 
用 f(a ,as，*…，, a,) 来 表示 R[a ，cs ，…，oo] 的 元 
Dana "ay, 


那么 fz19 Tar, Za) > fa ar, ,an) 

是 R[zi，zz，…，zo] 到 R[ai，as，*…， an] 的 一 个 满 射 ,这 是 因为 :给 了 一 个 

R[x ，…， Zz] 的 元 ,由 于 zizz…zs 是 无 关 未 定 元 ,只 有 一 种 方法 可 以 把 》 写 

成 多 项 式 f (zi，zs，…，z,). 这 样 ,依照 规定 ,> 只 有 一 个 像 就 是 (a, os，…， 
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mm). 另 一 方面 ,这 个 映射 显然 是 一 个 满 射 . 
由 于 在 R[zi ，z:，…，zs] 或 R[w ， as，…，on] 里 两 个 多 项 式 的 相 加 或 相 
乘 是 适合 同一 规律 的 ,以 上 映射 是 同 态 映射 . 


第 五 节 理 想 


一 、 理 想 的 概念 


一 个 环 R 具 有 加 法 、 乘 法 两 个 代数 运算 ,R 对 于 其 加 法 正好 是 一 个 加 群 ,所 
以 尺 的 一 个 子 环 S 是 这 个 加 群 的 正规 子 群 . 由 群 的 知识 ,可 以 利用 S 把 R 分 成 
一 些 陪 集 , 而 全 体 陪 集 作成 商 群 R/S. 但 必须 看 到 S 实际 上 还 是 R 的 一 个 子 环 ， 
因此 提出 这 样 的 问题 :对 于 商 群 R/S, 能 不 能 同样 借助 于 环 R 的 乘法 来 规定 R/S 
的 乘法 ,进而 使 R/S 成 为 一 个 环 ? 这 样 引进 理想 的 概念 . 环 的 理想 是 一 种 很 重要 
的 子 环 , 这 类 子 环 在 环 论 中 的 地 位 相当 于 群 论 中 正规 子 群 的 地 位 . 

定义 1 假定 R 是 环 ,S 为 R 的 子 环 ,如 果 对 于 任意 >E R 及 任意 a E S 均 
有 ar € S, ra € S,S 就 叫做 R 的 一 个 理想 子 环 ,简称 为 理想 . 

定理 1 S 是 环 R 的 非 空子 集 , 则 S 是 R 的 理想 的 充分 必要 条 件 是 

(1)a,bE€ S, 则 a—b€S; - 

(2)a€S,r€ER, 则 ar €E S,rma €S. 

证 必要 性 是 显然 的 , 现 证 充分 性 .由 于 S 关 名 及 5S 满足 (1) 知 S 是 RR 的 
子 加 群 ;由 S 满足 (2) 知 S 是 R 的 子 环 ;由 (2) 及 理想 的 定义 知 S 是 R 的 理想 . 

一 个 环 必定 含有 理想 , 按 定义 环 R 及 {0} 都 是 R 的 理想 ,(0} 叫 做 R 的 零 理 
想 ,R 本 身 叫做 R 的 单位 理想 ,R 的 一 个 理想 ,如 果 不 等 于 零 理 想 和 单位 理想 就 
叫做 R 的 真理 想 . 

有 的 环 除了 零 理想 及 单位 理想 外 ,没有 其 他 理想 ,这 种 环 叫 做 单 环 ,例如 
除 环 . 

定理 2 一 个 除 环 R 只 有 两 个 理想 ,就 是 零 理想 和 单位 理想 . 

证 设 R 为 除 环 ,A 是 R 的 一 个 理想 且 A 不 是 零 理想 ,那么 a € A, a 关 0， 
由 理想 的 定义 , a ia 一 ee A, 因而 R 的 任意 元 5 =b.eE€ A, 即 A=R. 

因此 ,理想 这 个 概念 对 于 除 环 或 域 没有 多 大 用 处 . 

若 N 是 环 R 的 理想 , 则 R 关 于 N 的 同 余 类 二 一 a 十 N, 5 一 0 十 N, 可 以 
规定 ,五 的 积 

a.b=. 
显然 RR 关于 NN 的 同 余 加 群 R = R 一 N 对 这 样 规定 的 乘法 是 闭合 的 ,再 因为 尺 中 
元 满足 结合 律 .分 配 律 , 所 以 N 的 同 余 类 也 同样 满足 结合 律 , 分 配 律 ,因此 R 成 
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环 , 这 环 叫做 尺 关 于 N 的 同 余 环 .R 的 零 元 就 是 R 的 零 元 0 所 在 的 同 余 类 0, 也 
就 是 NN 自身 , 当 R 有 单位 元 e 时 ,e 所 在 的 同 余 类 = 就 是 RR 的 单位 元 .假如 尺 是 
交换 环 ,那么 同 余 环 尺 也 是 交换 的 . 

以 上 介绍 的 是 理想 的 同 余 环 的 概念 ,下 面 看 一 些 关 于 理想 的 例子 . 

例 1 Z 是 整数 环 , aE Zla 关 0), 令 


S= {ml|n€2}, 


则 SS 是 Z 的 理想 ,特别 地 , 当 a 一 2 时 , 则 得 到 全 体 偶数 集 S，S 为 Z 的 一 个 真 
理想 . 

例 2 设 尺 是 含 单位 元 的 交换 环 ,z 是 R 上 未 定 元 , 则 R[z] 中 全 体 常数 项 
为 零 的 多 项 式 所 成 的 集合 S 是 R[z] 的 理想 . 

证 任 取 f(z)€ S, 则 


f(z) 一 anz" 十 as-iz + +ar = g(r), 
其 中 g(z) = az 十 oriz 十 … 十 ai 设 fi(z), f(x) E S, 且 
PCz) = g(rz)r, PCz) = g(x)x, 
这 里 g1(x), gi(z) € R[z], 那么 
fi(z)— filz) = (g(xz)— g(r))rES. 


任 取 h(z) € RLz], h(xz) f(x) = f(z)h(z) = (h(z)g(z))z € S, 由 定理 1 知 
S 是 R[z] 的 理想 . 
例 3 设 R 是 任意 环 ,a 是 R 的 中 心 Z(R) 的 一 个 固定 元 , 令 


A={zE€ERI|zxa=0}, 则 A 是 R 的 一 个 理想 . 
证 由 A 的 定义 知 0 € A, 故 A 关 名 ,又 任 取 xu,vE A, 则 
ua = va = 0, 
那么 (一 za 一 xs 一 za 一 0， 
所 以 x 一 wE A. 任 取 rE€ R, 由 于 
(na=r(ua)=0, 
(ar)a = u(ra) = ular) = (un)r = 0, 


所 以 ru, wr € A, 由 定理 1 知人 A 是 R 的 理想 . 
同 群 的 情况 相似 ,一 个 环 的 任意 多 个 理想 的 交集 仍然 是 一 个 理想 ,但 任意 两 
个 理想 的 并 集 却 不 一 定 是 理想 . 
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二 、 主 理想 
假设 R 是 交换 环 ,a 是 R 中 的 一 元 ,那么 R 中 所 有 形 如 
ra 十 na (r € R, n 是 整数 ) 
的 元 成 为 一 个 理想 ,叫做 由 元 a 生成 的 理想 ,用 (4) 表示 . 这 是 因为 
(ria 十 ma) 一 (ra 十 maa) 一 (mi 一 mr)a 十 (mm 一 nz)aE (a), 
站 ( 人 十 712) 一 ma 十 mria 一 (Cr 十 mri)aE (a)， 


所 以 (a) 是 理想 . 
不 难看 出 ,任意 包含 a 的 理想 都 包含 (a) , 故 (a) 也 叫做 包含 的 最 小 理想 . 
又 因为 任意 多 个 理想 的 交集 仍 是 一 个 理想 ,所 以 (a) 也 是 所 有 包含 的 理想 的 
交集 . 
如 果 R 又 有 单位 元 e ,那么 na = (ne)a, 于 是 ra 十 na 又 可 以 写成 
(r+n)a=ra,r €R. 


因此 ,这 时 (4) 是 由 一 切 售 元 ra 组 成 的 . 例如 整数 环 Z 中 理想 (&) 就 是 由 & 的 一 
切 倍数 组 成 的 . 要 注意 的 是 ,由 a 生成 的 理想 (4) 包含 a, 当 R 没有 单位 元 时 ,所 
有 形 如 re, ~ E R 的 元 虽然 也 成 为 理想 ,但 一 般 它 不 包含 a* 因 此 它 不 一 定 是 由 


的 理想 包含 ,因此 它 是 (4) ,但 由 72 组 成 的 理想 不 包 售 到 因此 它 不 是 ()。 
由 交换 环 R 中 个 元 a1,， a:，…，, a, 生 成 的 理想 (al, as,，…, a,) 是 所 有 
形 如 


Dr 站 Dnailr, E R, n, 为 整数 ) 
的 元 组 成 的 ,al，as，…，a， 叫做 它 的 生成 元 . 如 果 尺 有 单位 元 ,那么 上 式 可 以 简 


写 为 Dre 的 形状 . 


义 若 RR 是 非 交 换 环 ,a 是 R 中 的 元 ,但 不 在 中 心 Z(R) 中 ,那么 由 a 生成 的 
理想 (a) 是 由 所 有 形 如 : 


nia 二 ars 十 >)riar; 十 na (ri € R, nn 为 整数 ) 


的 元 组 成 的 . 当 尺 有 单位 元 时 ,上 式 又 可 简写 为 >)riar;. 
环 尺 的 理想 不 一 定 是 由 一 个 元 生成 的 ,由 一 个 元 生成 的 理想 ,叫做 主 理想， 
零 理想 是 主 理想 ;单位 理想 尺 , 当 R 有 单位 元 e 时 是 主 理想 ,因为 R 二 (e). 
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最 后 讨论 理想 与 环 的 关系 . : 
三 、 理 想 与 环 的 关系 


定理 3 假定 环 尺 与 环 R' 同 态 ,R 中 元 a 在 R 中 的 像 是 a' ,那么 R' 的 零 元 
0' 的 完全 像 源 N 是 R 的 理想 , 岂 做 此 同 态 的 同 态 核 . a 的 完全 像 源 是 同 余 类 
a+N. 

证 首先 ,因为 环 的 同 态 是 把 环 看 成 加 群 时 的 同 态 ,所 以 N 就 是 同 态 核 . 由 
群 的 同 态 定理 知 ,N 是 加 群 ,并 且 a 的 完全 像 源 是 N 的 同 余 类 a 十 N. 

其 次 , 当 a € N, rE€ R 时 ,有 a->0', rr ,于 是 

ra—r0’=0’, ar 一 07' 一 0， 

所 以 ra, ar E N, 于 是 NN 是 R 的 理想 . 

定理 4 假定 N 是 环 R 的 理想 ,那么 R 与 同 余 环 尺 二 R 一 NN 同 态 , 同 态 核 
就 是 N. 

证 设 a € R, 让 4 与 它 所 在 的 N 的 同 余 类 a 对 应 , 即 a->a, 由 群 论 知 这 映 
射 是 尺 到 尺 的 满 射 .又 因为 


所 以 R ~ 尽 . 由 群 论 知 ,这 个 同 态 核 就 是 N. 
定理 5 ”假设 环 与 R' 同 态 , 同 态 核 是 N, R 一 RR 一 NN, 那么 


R’~R. 
证 因为 R ~ R', 假设 此 时 的 映射 为 4a , a 是 R 中 a 所 在 的 同 余 类 
a 十 N, 由 定理 3 知 4 是 a 的 完全 像 源 , 则 可 让 a 与 a 对 应 , 即 a>a'. 这 映射 显 
然 是 尺 到 尺 ' 的 双 射 ,又 因为 


a+b=at6—> (ea 十 及 =a ++, 


db=a— (ab)’ = ab’, 

所 以 RR 二 R'. 

因此 ,任意 同 态 像 可 以 看 成 同 余 环 ,因此 理想 可 以 决定 环 的 所 有 同 态 . 我 们 
知道 , 子 群 . 正 规 子 群 经 过 一 个 同 态 映 射 是 不 变 的 , 子 环 、 理 想 也 是 这 样 . 

定理 6 在 环 尺 及 R' 的 一 个 同 态 映射 之 下 ， 

(1) R 的 一 个 子 环 的 像 是 R' 的 一 个 子 环 ; 

(2) R 的 一 个 理想 的 像 是 R' 的 一 个 理想 ; 

(3) R' 的 一 个 子 环 的 逆 像 是 R 的 一 个 子 环 ; 
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(4) R' 的 一 个 理想 的 逆 像 是 RR 的 一 个 理想 . 
这 个 定理 的 证 明 同 群 论 里 的 相似 定理 的 证 明 类 似 ,这 里 略 去 . 


第 六 节 极 大 .理想 


上 节 学 习 了 理想 的 概念 及 其 性 质 , 这 一 节 要 介绍 极 大 理想 的 概念 ,这 是 一 种 
比较 重要 的 理想 子 环 . 

定义 1 假定 NN 是 环 尺 的 理想 ,如 果 N CR, 并 且 尺 中 不 存在 适合 
NCMCR 的 理想 M, 那 么 N 就 叫做 R 的 极 大 理想 . 

极 大 理想 的 定义 也 可 以 描述 成 :N 是 环 R 的 理想 ,R 的 理想 M 若 真 包含 
NN, 必 有 M = R, 则 NN 叫做 R 的 一 个 极 大 理想 . 

由 定义 1 知 单位 理想 不 是 极 大 理想 , 单 环 的 零 理想 是 极 大 理想 . 

例 1 设 乙 为 整数 环 ,p 是 一 个 素数 . 则 (p) 是 ZZ 的 一 个 极 大 理想 . 

证 (p) = {np |nE€ 2Z) 由 于 1E(p), 则 (p) 关 Z, 又 设 B 为 2 的 理想 ， 
且 B 真 包含 (p), 则 存在 a € B, 而 且 a E (p)，, 由 此 让 a, 故 (p,a) = 1, 则 存 
在 u, v € Z 使 得 

uat+vp=1. 


由 此 推出 1€ B, 则 B = Z, 因此 ,(p) 是 ZZ 的 极 大 理想 . 

由 例 1 知 ,一 个 环 可 以 有 很 多 极 大 理想 . 

定理 1 设 N 关 RR 是 环 R 的 理想 , 同 余 环 RR = R 一 N 除了 零 理想 及 单位 理 
想 外 不 再 有 理想 的 充分 必要 条 件 是 N 为 极 大 理想 . 

证 设 p 是 R 到 R =R 一 NN 的 同 态 ， 加 

充分 性 : 当 N 为 极 大 理想 时 , 设 六 为 R 的 极 大 理想 ,并 且 NN 关 0, 那么 在 
之 下 NN 的 逆 像 M 是 R 的 理想 ,M 显然 包含 N 且 不 等 于 N ,所 以 

M=R, N=R. 

因此 ,R 只 有 零 理想 与 单位 理想 . 

必要 性 :假设 N 不 是 极 大 理想 , 则 N C M C R, M 为 R 的 理想 , 且 M 既 不 
等 于 NN 也 不 等 于 R ,那么 在 p 之 下 的 M 的 像 M 是 尺 的 理想 ,由 于 M 大 于 N， 

M#5. 
MM 也 不 会 是 尺 ,否则 ,对 于 R 中 任意 元 r, 可 以 找到 M 的 元 5, 使 得 
Fr=6,r—-bENCM. 
于 是 ,由 于 M 是 理想 ,可 以 找 得 到 + E M, M = R, 与 假设 不 合 . 这 样 R 除了 零 
理想 及 单位 理想 以 外 还 有 理想 M. 定理 得 证 . 
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一 般 的 ,一 个 域 只 有 和 零 理想 及 单位 理想 , 反 过 来 ,一 个 只 有 这 两 个 理想 的 环 
不 一 定 是 一 个 域 . 

定理 2 车 有 单位 元 的 交换 环 R 除了 零 理想 与 单位 理想 以 外 没有 其 他 的 理 
想 ,那么 R 一 定 是 一 个 域 . 

证 设 a 是 R 中 不 为 0 的 任意 元 ,由 a 生成 的 主要 理想 (a) 显 然 不 是 零 理 
想 , 于 是 由 假定 (a) = R, 因而 R 的 单位 元 e E (a) = R, 但 是 (a) 的 元 都 可 以 
写成 rm(r € R) 的 形式 ,所 以 


e=aa (a € R). 


这 样 ,R 的 每 个 不 等 于 零 的 元 都 有 一 个 逆 元 ,R 是 一 个 域 . 

由 以 上 两 个 定理 得 到 

定理 3 假定 尺 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ,N 是 R 的 极 大 理想 的 充分 必要 
条 件 为 同 余 环 玉 一 R 一 NN 是 域 . 

由 定理 3, 对 一 个 有 单位 元 的 交换 环 尽 , 只 要 找到 R 的 一 个 极 大 理想 N ,就 
可 得 到 一 个 域 R = R 一 NN. 

由 定理 3 及 例 1, 得 到 Z 一 (p) 是 一 个 域 . 


第 七 节 分 式 域 


一 、 分 式 域 


环 之 所 以 不 能 成 为 除 环 或 者 域 ,是 因为 它 的 元 不 一 定 都 有 逆 元 . 能 否 将 这 些 
逆 元 与 逆 元 的 乘积 都 添 人 其 中 使 它 成 为 除 环 ? 例如 整数 集 Z 只 成 为 整 环 , 它 不 
能 成 为 除 环 . 因为 它 的 元 除 1 及 一 1 外 ,其 余 的 都 没有 逆 元 . 如 果 把 这 些 逆 元 以 
及 逆 元 的 乘积 也 就 是 所 有 由 整数 做 成 的 分 式 添 人 , 那 就 成 为 有 理 数 域 Q. 仿照 以 
上 作法 ,从 交换 环 RR 中 做 出 这 些 逆 元 ,添加 于 尺 , 使 它 成 为 包含 R 的 域 . 也 就 是 
说 ,对 于 一 个 交换 环 ,可 以 做 一 个 域 把 所 给 的 环 谋 入 .分 两 步 来 进行 ,首先 假设 已 
知 有 一 个 包含 尺 的 除 环 天 ,在 K 中 如 何 去 找 这 些 分 式 或 商 , 使 它们 成 为 包含 R 
的 域 .其 次 ,假设 包含 尺 的 除 环 不 是 已 知 的 ,如 何 从 一 个 交换 环 中 做 出 分 式 成 为 
包含 它 的 域 . 

如 果 a, 5 为 除 环 中 非 零 的 元 , 且 ob = ga, 则 ob = 二 Via, 即 5 左 除 a 与 5 


右 除 a 结果 是 一 致 的 ,把 它 叫做 b 除 4 的 分 式 , 用 参 来 表示 , 即 
=Wa= bn 
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定理 1 设 天 是 包含 交换 环 尺 的 除 环 ,那么 KK 中 所 有 的 分 式 


全 (a, bE R,b#0) 


形成 一 个 包含 RR 的 域 下 ,这 下 岂 做 R 的 分 式 域 . 
证 首先 验证 以 下 计算 法 则 是 成 立 的 : 


Q& 一 < 一 
(GD 方 一 区, 当 ad pc 


这 是 因为 当 邓 二 地 时 , 即 “V1a = cd ,那么 ad 一 ， 故 (1) 成 立 . 
又 多 二 (gg) ==m c= 二 是 , 同 理 估 一 六 ， 故 (2) 成 立 


a = ba) lad the) 一 (ba)-iad + (bu) (We) = 吕 + 
故 (3) 成 立 . 


鱼 * 夺 = ba dc= a (bd) = aclbd)™! 一 次， 故 (4) 成 立 . 
而 0 = 号， 所 以 0 也 是 分 式 . 
& 一，C 十 (一 a) 0 va 一 下 一 C 本 
因为 基 二 认 一 全- 六 人 一方 一 0, 所 以 条 的 负 元 是 下 ,由 以 上 知 ,F 是 
一 个 加 群 . 
又 因为 e 关 0, 和 一 e(e 为 K 的 单位 元 ), 所 以 。 也 是 分 式 . 


而 全 .之 一 监 = 。, 故 生 的 省 元 为 和 ,于 是 下 对 乘法 成 为 群 .于 是 正成 为 除 
环 ,显然 满足 交换 律 , 故 为 域 


最 后 ,对 于 R 中 任意 元 a, 若 5 是 R 中 任意 的 非 零 元 ,总 是 有 a = 谓 ， 故 


所 二 多 E FF, 故 R C F. 因此 定理 得 证 . 


从 定理 1 的 证 明 中 发 现 只 要 尺 能 够 嵌入 到 一 个 除 环 中 ,就 可 得 到 R 的 分 式 
域 .而 且 下 中 分 式 的 运算 法 则 完全 由 RR 的 运算 惟一 确定 ,所 以 下 的 构造 完全 是 
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由 尺 确定 的 ,因此 有 

定理 2 同 构 的 环 的 分 式 域 也 同 构 . 

另外 ,从 定理 1 的 证 明 中 还 会 得 到 ,如 果 K 中 还 有 包含 R 的 域 吾 , 那 么 HH 
一 定 包含 R 的 分 式 域 下 , 即 下 有 H, 即 是 说 下 是 包含 R 的 最 小 域 . 这 时 因为 任 


取 z=b" 一 EF(a, bE R,b#0), 那 和 a, bE H,b' € H, 则 op" € 


H. 所 以 FSH. 

下 面 来 讨论 一 下 ,对 于 一 般 的 交换 环 R( 包 含 它 的 除 环 K 不 是 已 知 ) 是 否 有 
分 式 域 ? 如 果 有 ,那么 分 式 域 的 分 式 是 怎么 表示 的 呢 ? 

另外 ,还 由 于 域 及 除 环 是 没有 零 因子 的 ,如 果 尺 有 分 式 域 下 ,那么 下 没有 零 
因子 ,而 RR 是 下 的 子 集 , 故 R 也 就 没有 零 因 子 . 这 应 该 是 R 有 分 式 域 的 一 个 必 
要 条 件 ,而 实际 上 这 个 条 件 是 充分 的 . 


二 、 环 与 分 式 域 


定理 3 交换 环 R 有 分 式 域 的 充分 必要 条 件 是 尺 为 整 环 . 

证 定理 的 必要 性 已 经 在 前 面 论述 了 ,下 面 证 充分 性 分 三 步 来 证 明 . 
第 一 步 : 作 一 个 域 F. 

设 R= {a, 5，c,…}, 令 集合 


一 {全 体 符号 为 也 14a, bE R, 8 天 0)}， 


显然 A 关 2. 
在 A 中 定义 关系 “~”: 


~ SEad = bc, bd #0. 


Sls 
人 


于 是 这 关系 满足 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 满足 传递 性 是 因为 由 站 ~ 所， 也 ~ 
于 知 ad 二 &e，cf 一 de， bd 关 0, df 关 0, 有 adf 二 bf 一 db, 有 是 整 环 , 没 


有 和 零 因子 ,那么 ef 一 We, 所 以 参 ~ 元 因此 关系 “~” 是 一 个 等 价 关系 . 这 个 等 


价 关系 把 A 分 成 若干 个 等 价 类 , 令 下 为 全 体 等 价 类 的 集合 , 即 


$eA). 


在 下 中 规定 
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[#1 [#]= [<] 
[名 ]-[]=[ 总 ] 


上 述 规定 是 下 的 两 个 代数 运算 (叫做 加 法 与 乘法 ) ,事实 上 ， 


(1) 因为 5 天 0, d 闯 0, 故 如 冯 0, 那么 | 各]&[ 和 和 是 F 中 元 素 . 


om [的 [ 打 国 


则 ab’ 一 ab ed’ = cd, WW’#0, dd' #0, 


从 而 ab'dd' = a'bdd’, cd'bb’ = c'dbb’, 
(ad + be)b'd’ = (a'd’+b'c’)bd, b'd'bd #0, 


加 [< 和]- [5 
另 一 方面 ach'd’ = a'c'bd, b' d'bd #0, 
上 [8]- [多 1 


这 就 是 说 两 个 类 的 相 加 与 相 乘 的 规定 与 类 的 代表 选择 无 关 . 
由 于 


b 
法 显然 也 适合 结合 律 .交换 律 , 并 且 容易 验证 加 法 与 
乘法 适合 分 配 律 , 所 以 是 一 个 环 . 这 个 环 里 ,| 2 | 是 单位 元 ,| 全 | 的 逆 元 是 


忱 
可 
汉 - 
T 
他 
车 
绰 
"| 
1 下 1 


[各] @ 关 9)， 于 是 瑟 是 一 个 域 . 
第 二 步 : 作 域 使 R 为 下 的 子 环 . 
令 一 ([ 仓 ]|4 关 0, 4 为 R 中 国定 元 ,ae 有 R] , 作 尺 到 尽 的 映射 y， 
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yg: R—>R 
< 一 [ 字 ] ,任意 ER. 
易 知 y 是 R 到 R 的 双 射 ,并 且 任 取 a, 5 E R, 有 


C 上 524]- [学 ]+ [学 ]= $a) + yb), 


ylat+D) =[ 


yab) = [学 = [分] 学 j= ya yd). 


于 是 及 为 F 的 子 环 , 且 R 之 RR,y 就 是 R 到 RR 的 同 构 映射 
由 于 尺 站 下 = 9, 由 挖 补 定理 知 ,在 中 可 以 用 R 代替 尺 , 这 样 得 到 了 一 个 
以 R 为 子 环 的 域 下 ,并 且 下 一 假设 这 个 同 构 映 射 为 r, 那 么 = 限制 在 R 上 就 
是 4 并 且 规定 ,在 正中, 元素 [ 匣 ]= [ 凶 ] ， 记 作 67!( 其 中 be Re 天 0)， 
第 三 步 :证 明 下 是 RR 的 分 式 域 . 


下 面 证 明 下 是 所 有 元 和 二 ab” 二 67'a (a, 5 E 及 ,天 0) 所 作成 的 域 .为 
此 任 取 [和 je F, 则 
[全 = [ 邹 ][#]= [ 邹 ][ 和 J ， 
这 里 [学 ]，[ 铺 ]e 到, 这 就 是 说 下 中 每 个 元 素 都 可 能 写成 
Ty (x,y€E R, yO). 
由 于 了 与 下 之 间 的 同 构 映 射 * 的 作用 可 知 , 的 每 一 个 元 素 可 以 写成 


oa 一 (a, bE R, bz 0), 


要 
b 
于 是 下 是 R 的 分 式 域 . 

由 定理 3 的 证 明 可 以 知道 把 一 个 整 环 嵌 入 到 一 个 域 的 方法 ,因此 对 于 任 一 
整 环 都 可 以 作出 它 的 分 式 域 . 


习 题 4-2 


1. 假定 R 是 实数 集 ,加 法 “十 ”是 数 的 普通 加 法 ,乘法 “X ”是 
axb=lalb, 
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这 时 尺 是 否 成 环 ? 
2. 在 加 群 G 中 规定 乘法 如 下 : 
gz 一 0， 任意 gi1, g: € G. 
证 明 :G 是 一 个 环 . 
3. 证 明 : 假 如 。 是 环 R 的 左 单位 元 ,如 果 尺 没有 左 零 因子 ,那么 e 是 R 的 单位 元 . 
4. 假定 环 R 有 单位 元 ,下 是 全 和 矩阵 环 尽 。 的 单位 元 ,证 明 :R, 的 中 心 


Z(R,) = Z(R)E. 


5. 证 明 : 在 有 限 环 中 正则 元 都 是 可 逆 元 ,也 就 是 说 ,有 限 环 如 果 有 正则 元 , 它 就 有 单 
位 元 . 
6. 令 A 是 一 个 含 单位 元 的 环 .证 明 : 

(1) 车 a 是 A 的 一 个 可 逆 元 , 则 一 a 也 是 A 的 一 个 可 递 元 ,上 且 (一 a) = 一 am 

(2) 车 a, 5 是 A 的 两 个 可 逆 元 , 则 ab 也 是 A 的 可 递 元 , 且 (ab) = bla， 

(3) A 的 可 逆 元 不 是 右 零 因子 ,也 不 是 左 零 因子 . 

7. 假如 n(n > 1) 不 是 素数 ,那么 乙 一 (n) 就 不 成 为 域 . 

8. RR 是 一 个 环 , 且 R 的 元 数 大 于 1, 对 于 任意 0 关 a € R 均 有 惟一 元 家 bE R, 使 得 
aba = a, 证 明 : 

(1) R 不 含 零 因子 ; 

(2) bab = b; 

(3) R 有 一 个 单位 元 ; 

《4) R 是 一 个 除 环 . 

9. 令 尺 是 一 个 除 环 , Rp = {a € RI YzER, za= ar), 证 明 Rp 是 一 个 域 . 

10. 试 作 由 两 个 元 组 成 的 除 环 . 

11, 设 R 是 一 个 环 ,证明 尺 的 中 心 ZCR) 是 R 的 一 个 可 交换 的 子 环 , 

12, 证 明 : 有 理 数 加 群 的 自 同 态 环 与 有 理 数 域 同 构 . 

13. 证 明 : 所 有 整数 组 成 的 加 群 与 所 有 偶数 组 成 的 加 群 同 构 , 但 整数 环 不 与 偶数 环 同 构 ， 

14. 令 


ebcez), 


ee 中 ， 


se ad0 
(6 3) 
证 明 : 环 RR 与 R 同 态 . 
15. 设 RR 是 一 个 环 , 且 R 是 交换 环 , 试 证 :R 的 全 体 吞 零 元 的 集合 S 是 R 的 一 个 子 环 . 
16. 用 Zs 表示 模 3 的 剩余 类 作成 的 集合 , 找 出 加 群 Z 的 所 有 自 同 构 映射 ,再 找 出 域 Z 
的 所 有 自 同 构 映射 . 
17. 任意 两 个 有 单位 元 的 mm 元 环 , 如 果 普 没有 平方 数 因子 , 试 证 这 两 个 环 同 构 . 
18. 设 R 是 含 单位 元 1 闫 0 的 可 交换 环 ,R[zx] 中 一 个 加 次 多 项 式 与 一 个 次 多 项 式 的 乘 
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积 是 不 是 一 个 m 十 n 次 多 项 式 ? 

19. 设 尺 是 含 单位 元 1 天 0 的 整 环 , f(x) € R[z], 试 证 :7(z) 是 R[z] 中 可 逆 元 当 且 仅 当 
f(z) E R 且 是 R 中 可 逆 元 . 

20. 假定 R 是 模 7 的 剩余 类 环 ,在 R[z] 中 把 乘积 

([3]z: 十 [5]z 一 [4])([4z 一 z 十 [3]) 

计算 出 来 . 

21. 证 明 : 

(D R[a , az] = R[a，aw]; 

(2) 若 zx ，za，…，z 是 有 尽 上 的 无 关 未 定 元 ,那么 每 一 个 x; 都 是 R 上 的 未 定 元 . 

22. 证 明 : 

(DD 车 ,zi， ,与 y1， yr，…， ys 是 R 上 的 两 组 无 关 未 定 元 ,那么 


R[z，za，…，zo] 一 R[y ya yn] 
(2) R 上 的 一 元 多 项 式 环 REz] 能 与 它 的 一 个 真子 环 同 构 . 
b 
23. 设 下 是 一 个 域 , 环 A = {€ ‘) 


ay 0E 有 | ,证 明 ， 


0 a 
3 (( 3 

是 A 的 理想 . 

24. Z[i] = (a 十 bi| a, bE Z, == 一 1) 是 高 斯 整数 环 ,证 明 : 

A= {24a 二 2bi| a, bE Zi = 一 1) 是 2Z[ 站 的 理想 . 

25. 设 R 是 交换 环 ,a 是 R 的 元 素 ,证 明 : S= {rm | rE R} 是 R 的 理想 , 问 S 是 不 
是 (a)? 

26. 证 明 :假定 RR 是 无 数 大 于 1 的 整 环 ,并 且 只 包含 有 限 个 理想 ,那么 R 是 域 . 

27. 证 明 : 假 定 R 是 单 环 , R: 去 0, e 是 竺 等 元 ,那么 eRe 也 是 单 环 . 

28. 证 明 : 非 寡 零 单 环 有 单位 元 时 中 心 是 体 , 没 有 单位 元 时 中 心 是 零 . 

29. 证 明 : 有 单位 元 的 环 有 极 大 理想 . 

30. 假设 Q 为 有 理 数 域 ,那么 QLz] 中 (z) 是 否 为 极 大 理想 ? 

31. 证 明 : 一 个 域 下 是 它 自己 的 分 式 域 . 


32, 假设 p 是 案 数 , 试 证 所 有 形 如 于 ,ln, 思 ) = 1 的 有 理 数 集成 为 整 环 ,并 求 它 的 分 


式 域 . 
33. 证 明 : 假 定 尺 是 一 个 有 两 个 以 上 的 元 的 环 ,下 是 一 个 包含 R 的 域 ,那么 下 包含 R 的 
一 个 分 式 域 . 


«er) 
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五 篇 人 工 神 经 网 络 


证 


本 篇 通过 简要 介绍 人 工 神经 网 络 的 基本 理论 ,模型 .算法 和 应 用 ,使 读者 掌 
握 人 工 神经 网 络 的 基本 知识 和 应 用 方法 ,为 将 来 更 深入 的 学 习 和 研究 打下 一 定 
的 基础 . 第 一 章 介 绍 了 人 工 神经 网 络 的 基础 知识 ,第 二 章 对 几 个 基本 的 人 工 神经 
网 络 模型 和 算法 进行 了 讨论 ,第 三 章 分 别 对 人 工 神经 网 络 在 手写 体 汉 字 识 别 、 信 
号 处 理 和 自动 控制 中 的 应 用 进行 了 介绍 . 


第 一 章 概 述 


本 章 对 人 工 神经 网 络 的 发 展 、 现 状 和 基础 知识 进行 了 简要 介绍 ,包括 神经 元 
模型 ,激活 函数 以 及 人 工 神经 网 络 的 表示 、 结 构 和 学 习 等 基本 问题 . 


第 一 节 ”人 工 神经 网 络 的 发 展 与 现状 


一 、 人 工 神经 网 络 的 发 展 


人 工 神经 网 络 是 模仿 人 的 脑 神经 结构 和 功能 以 及 人 类 思维 和 处 理 问 题 等 功 “ 
能 的 新 型 信息 处 理 系 统 . 由 于 人 工 神经 网 络 具有 复杂 的 动力 学 特性 ,并行 处 理 机 
制 , 学 习 、 联 想 和 记忆 等 功能 以 及 它 的 高 度 自 组 织 、 自 适应 能 力 和 灵活 性 而 受到 
自然 科学 领域 学 者 的 广泛 重视 . 人 工 神 经 网 络 的 研究 始 于 1943 年 ,心理 学 家 
W.S. McCulloch 和 数学 家 W. Pitts 提出 了 MP 模型 ,该 模型 除 连接 权 不 调整 
外 ,其 他 与 现在 的 阁 值 单元 模型 基本 相同 . MP 模型 的 提出 不 仅 具 有 开创 意义 ， 
而 且 还 为 以 后 的 研究 工作 提供 了 依据 . 

1949 年 心理 学 家 D. O. Hell 提出 了 神经 元 之 间 突 触 强度 调整 的 假设 . 他 认 
为 学 习 过 程 是 在 突 触 上 发 生 的 ,连接 权 的 调整 正比 于 两 相连 神经 元 之 间 激 活 值 
的 乘积 ,这 就 是 有 名 的 Hebb 学 习 规 则 . 直到 现在 ,Hebb 学 习 规则 仍然 是 人 工 神 
经 网 络 中 的 一 个 极为 重要 的 学 习 规 则 . 
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20 世纪 50 年 代 末 ,F. Rosenblatt 提出 了 著名 的 感知 机 (Perception) 模型， 
这 是 第 一 个 完整 的 人 工 神经 网 络 模型 . 这 个 模型 由 阔 值 单元 构成 ,初步 具备 了 并 
行 处 理 , 分 布 存 储 和 学 习 等 神经 网 络 的 一 些 基本 特征 ,从 而 确立 了 从 系统 的 角度 
研究 人 工 神经 网 络 的 基础 . 

1961 年 B. Windrow 和 M. E. Hoff 提出 了 自 适应 线性 单元 网 络 . 它 可 用 于 
自 适应 滤波 、 预 测 和 模型 识别 . 从 上 个 世纪 50 年 代 到 60 年 代 初 ,神经 网 络 的 研 
究 受 到 了 人 们 的 重视 ,研究 工作 进入 一 个 高 潮 . 

1969 年 ,美国 麻 省 理工 学 院 人 工 智能 学 者 M. Minsky 和 S. Papert 编写 了 
影响 很 大 的 (Perception) 一 书 . 该 书 指出 : 单 层 的 感知 机 只 能 用 于 线性 问题 的 求 
解 , 而 对 于 像 XOR( 异 或 ) 这 样 简单 的 非 线性 问题 却 无 法 求解 . 他 们 还 指出 ,能 求 
解 非 线性 问题 的 网 络 应 该 具有 隐 含 层 的 多 层 神经 网 络 , 而 将 感知 机 模型 扩展 成 
多 层 网 络 是 否 有 意义 ,还 不 能 从 理论 上 得 到 有 力 的 证 明 . 由 于 M. Minsky 的 翡 
观 结论 ,在 这 之 后 近 10 年 中 ,神经 网 络 的 研究 进入 了 一 个 缓慢 发 展 的 低潮 期 . 

在 这 个 低潮 期 ,研究 工作 并 没有 完全 停顿 下 来 , 仍 有 许多 学 者 继续 进行 控 
索 , 并 取得 了 一 些 重 要 成 果 . 在 这 期 间 ,芬兰 学 者 T. Kohonen 提出 了 自 组 织 映射 
理论 ;美国 学 者 S. A. Grossberg 提出 了 自 适应 共振 理论 (ART) ;日 本 学 者 福 岛 
邦彦 (K,. Fukushima) 提 出 了 认 知 机 (Recognition) 模 型 . 这 些 研 究 成 果 对 以 后 神 
经 网 络 的 研究 和 发 展 都 产生 了 重要 影响 . 

美国 加 州 理工 学 院 生物 物理 学 家 J.J. Hopfield 于 1982 年 和 1984 年 发 表 的 
两 篇 文章 ,有 力 地 推动 了 神经 网 络 的 研究 ,引起 了 神经 网 络 研 究 的 又 一 次 热潮 . 
1982 年 他 提出 了 一 个 新 的 神经 网 络 模型 一 一 Hopfield 网 络 模型 . 他 在 这 种 网 络 
模型 的 研究 中 ,首次 引入 了 网 络 能 量 函 数 的 概念 ,并 给 出 了 网 络 稳定 性 的 判 据 . 
1984 年 Hopfield 提出 了 网 络 模型 实现 的 电子 电路 ,为 神经 网 络 的 工程 实现 指明 
了 方向 , Hopfield 的 研究 成 果 开 拓 了 神经 网 络 用 于 联想 记忆 和 优化 计算 的 新 途 
径 , 并 为 神经 计算 机 的 研究 商定 了 基础 . 1984 年 Hinton 等 人 将 模拟 退火 算法 引 
人 到 神经 网 络 中 ,提出 了 Boltzmann 机 (BM) 网 络 模型 . BM 网 络 算法 为 神经 网 
络 优化 跳出 局 部 极 小 提供 了 一 个 有 效 的 方法 . 


二 、 人工 神 经 网 络 的 研究 现状 


20 世纪 80 年 代 中 期 以 来 ,神经 网 络 的 应 用 研究 取得 了 很 大 的 成 绩 ,涉及 的 
领域 非常 广泛 . 就 应 用 的 技术 领域 而 言 有 计算 机 视觉 ,语言 的 识别 、 理 解 与 合成 ， 
优化 计算 ,智能 控制 及 复杂 系统 分 析 , 模 式 识别 ,神经 计算 机 的 研制 ,知识 处 理 ， 
专家 系统 与 人 工 智能 . 涉及 的 学 科 有 神经 生理 学 ,认识 科学 , 数 , 理 科学 ,心理 学 ， 
信息 科学 ,计算 机 科学 , 微 电 子 学 ,光学 ,生物 电子 学 等 . 

从 众多 应 用 研究 领域 取得 的 丰硕 成 果 来 看 ,人 工 神经 网 络 的 发 展 具有 强大 
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的 生命 力 . 当前 存在 的 问题 是 智能 水 平 还 不 高 ,许多 应 用 方面 的 要 求 还 不 能 得 到 
很 好 的 满足 ;网 络 分 析 与 综合 的 一 些 理论 性 问题 (如 稳定 性 ,收敛 性 的 分 析 , 网 络 
的 结构 综合 等 ) 还 未 得 到 很 好 的 解决 . 随 着 人 们 对 大 脑 信息 处 理 机 理 认识 的 深化 
以 及 人 工 神经 网 络 智 能 水 平 的 提高 ,人 工 神经 网 络 必 将 在 科学 技术 领域 发 挥 更 
大 的 作用 . 

针对 当前 人 工 神经 网 络 存 在 的 问题 ,今后 研究 的 主要 方向 可 分 为 理论 研究 
和 应 用 研究 两 个 方面 . 在 理论 研究 方面 有 : 

(1) 利用 神经 生理 与 认 知 科学 研究 大 脑 思 维 及 智能 的 机 理 . 

(2) 利用 神经 科学 基础 理论 的 研究 成 果 , 用 数理 方法 探索 智能 水 平 更 高 的 
人 工 神经 网 络 模型 ,深入 研究 网 络 的 算法 和 性 能 ,例如 稳定 性 ,收敛 件 、 容 错 性 、 
和 鲁 棒 性 等 ;开发 新 的 网 络 数理 理论 ,例如 神经 网 络 动力 学 , 非 线性 神经 场 等 . 

在 应 用 研究 方面 有 : 

(1) 神经 网 络 软件 模拟 和 硬件 实现 的 研究 . 

(2) 神经 网 络 在 各 个 科学 技术 领域 应 用 的 研究 . 包括 模式 识别 ,信号 处 理 、 
知识 工程 专家 系统 ,优化 组 合 、 智 能 控制 等 . 


第 二 节 人工 神经 元 模型 


一 、 基 本 单元 的 神经 元 模型 


5.1.1 表 示 了 作为 人 工 神经 网 络 (artificial neural networks, 以 下 简称 
ANN) 的 基本 单元 的 神经 元 模型 , 它 有 三 个 基本 要 素 : 


图 5.1.1 基本 神经 元 模型 


(1) 一 组 连接 (对 应 于 生物 神经 元 的 突 触 ), 连 接 强度 由 各 连接 上 的 权 值 表 
示 , 权 值 为 正 表示 激活 ,为 负 表示 抑制 . 
(2) 一 个 求 和 单元 ,用 于 求 取 各 输入 信号 的 加 权 和 (线性 组 合 ). 
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(3) 一 个 非 线性 激活 函数 ,起 非 线 性 映射 作用 并 将 神经 元 输出 幅度 限制 在 
一 定 范围 内 (一 般 限制 在 (0, 1) 或 (一 1, 十 1) 之 间 ). 

此 外 还 有 一 个 阐 值 8.( 或 偏 值 b: = 一 0:) 

以 上 作用 可 分 别 以 数学 式 表达 出 来 : 


滥 
= > ouzi， Ve = nets = us — 0, yr = pv) 
i=1 


式 中 z ，zz ，…，zp 为 输入 信和 号 ,wa ，wiz，…， ws 为 输入 神经 元 的 信和 号 的 
权 值 ,wi 为 线性 组 合 结果 ,0. 为 闪 值 ,p(。) 为 激活 函数 ,yx 为 神经 元 k 的 输出 . 
若 把 输入 的 维 数 增加 一 维 , 则 可 把 阔 值 9 也 包括 进去 . 例如 : 


» 
Wu = Dwzis ys = gv). 


此 处 增加 一 个 新 连接 ,其 输入 ze = 一 1( 或 十 1), 权 值 ww = (或 5), 如 图 
5.1.2(a)、(b) 所 示 . 


固定 输入 


mw™=—1 


ww 二 (六 值 ) 固定 输入 ro 二 bh( 偏 置 ) 


ET 


ET 


> 营 


Zpo Zpo 


(a) (b) 
(a) 包括 阀 值 ;Cb) 包括 偏 值 
图 5.1.2 输入 扩 维 后 的 神经 元 模型 


二 、 激 活 函数 


在 神经 元 模型 中 的 激活 函数 是 对 该 神经 元 所 有 的 输入 信号 求 和 之 后 的 一 个 
数学 变换 ,一般 激活 函数 可 以 有 以 下 几 种 形式 : 
(1) 阐 值 函数 (图 5. 1. 3(a)) 


C= 1， 当 vw 之 0 时 ; 
?lo， 当 v<0 时 ， 
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2.0 2.0 

16 PCo) 1.6 go) 

1.2 1.2 
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(b) (0) 
(a) 阔 值 函数 ;(b) 分 段 线 性 函数 ;(c) sigmoid 函数 


图 5.1.3 激活 函数 


即 阶梯 函数 . 这 时 相应 的 输出 y; 为 


_ 几 ， 当 ww 之 0 时 ; 
六 to， 当 内 < 时 ， 


其 中 , vw = Si 一 和 . 常 称 此 种 神经 元 为 MP 模型 . 


pe 


(2) 分 段 线性 函数 (图 5. 1. 3(b)) 


1, 当 v 之 1 时 ; 
8(o) 一 4 汪 Q+D， 当 一 1 <v<1 时 ， 
0， 当 v 委 一 1 时. 


它 类 似 一 个 放大 系数 为 1 的 非 线性 放大 器 , 当 工作 于 线性 区 时 它 是 一 个 线 
性 组 合 器 ,放大 系数 趋 于 无 穷 大 时 变 成 一 个 阔 值 单元 . 

(3) sigmoid 函数 (图 5. 1. 3(c)) 

最 常用 的 函数 形式 为 


这 


到 二 1 十 exp( 一 ao)” 
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参数 a > 0 可 控制 其 斜率 . 另 一 种 常用 的 是 双 曲 正切 函数 


/v1—exp(—v) 
PD) 由 人 2 ) 1+exp(—v)’ 


这 类 函数 具有 平滑 的 渐 近 线 , 并 保持 单调 性 . 


第 三 节 “人工 神经 网 络 的 表示 


如 果 把 上 一 节 的 神经 元 模型 用 信号 流 图 (signal flow graph) 表 示 , 则 可 更 清 
楚 地 显示 出 其 作用 过 程 . 

信号 流 图 是 由 一 些 带 方 向 的 连接 和 结 点 组 成 的 ,信号 沿 连接 线 按 箭头 方向 
流动 ,有 两 种 连接 线 : 突 触 连接 (图 5. 1. 4(a)) 和 函数 连接 (图 5. 1. 4(b)). 结 点 也 
有 两 种 : 求 和 结 点 (图 5. 1. 4(c)) 和 分 送 结 点 (图 5.1.4(d)). 


Wy 


be Ye Wy Tj i 


(©) (d) 
图 5.1.4 信号 流 图 的 单元 


因此 也 可 把 ANN 理解 为 一 个 由 带 有 突 触 连接 和 函数 连接 的 结 点 组 成 
的 有 向 图 ,图 5. 1. 5 表示 了 神经 元 内 部 的 信号 流动 . 当 只 研究 各 神经 元 之 间 
的 信号 流动 时 ,可 把 内 部 的 信号 流 图 省 去 (图 5. 1. 6) ,用 同样 方式 也 可 以 表 
示 神 经 网 络 . 


输出 


eg 入 


ER zp 


图 5.1.5 神经 元 内 部 的 信号 流 图 1.6 神经 元 作为 基本 单元 


第 四 节 ”网 络 结构 及 工作 方式 


在 神经 网 络 中 除 单元 特性 外 ,网 络 的 拓扑 结构 也 是 一 个 重要 特性 . 从 连接 方 
式 看 ANN 主要 有 两 种 类 型 : 

(1) 前 馈 型 网 络 . 各 神经 元 接受 前 一 层 的 输入 ,并 输出 给 下 一 层 ,没有 反馈 
(图 5. 1. 7). 结 点 分 为 两 类 , 即 输入 单元 和 计算 单元 ,每 一 计算 单元 可 有 任意 个 
输入 ,但 只 有 一 个 输出 ( 它 可 耦合 到 任意 多 个 其 他 结 点 作为 输入 ). 通常 前 馈 网 络 
可 分 为 不 同 的 层 ,第 i 层 的 输入 只 与 第 i 一 1 层 输出 相连 ,输入 和 输出 结 点 与 外 
界 相 连 ,而 其 他 中 间 层 称 为 隐 层 . 


输出 


洲 浴 > 荔 


计算 单元 
图 5.1.7 前 锁 网 络 
(2) 反馈 型 网 络 . 所 有 结 点 都 是 计算 单元 ,同时 也 可 接受 输入 ,并 向 外 界 输 


出 ,可 画 成 一 个 无 向 图 (图 5. 1.8(a)) ,其 中 每 个 连接 弧 都 是 双向 的 ,也 可 画 成 图 
5.1.8(b) 的 形式 . 若 总 单元 数 为 n, 则 每 一 个 结 点 有 一 1 个 输入 和 一 个 输出 . 


图 5.1.8 单 层 全 连接 反馈 网 络 


ANN 的 工作 过 程 主要 分 为 两 个 阶段 :第 一 阶段 是 学 习 期 ,此 时 各 计算 单元 
状态 不 变 , 各 连接 线 上 的 权 值 可 通过 学 习 来 修改 ;第 二 阶段 是 工作 期 ,此 时 各 连 
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接 权 固定 ,计算 单元 变化 ,以 达到 某 种 稳定 状态 . 

从 作用 效果 看 ,前 俩 网 络 主要 是 函数 映射 ,可 用 于 模式 识别 和 函数 逼近 . 反 
颌 网 络 按 对 能 量 函 数 的 极 小 点 的 利用 来 分 类 ,有 两 类 :第 一 类 是 能 量 函数 的 所 有 
极 小 点 都 起 作用 ,这 一 类 主要 用 作 各 种 情况 的 联想 存储 器 ;第 二 类 只 利用 全 局 极 、 
小 点 , 它 主要 用 于 求解 最 优化 问题 . 


第 五 节 ”人 工 神经 网 络 的 学 习 


一 、 学 习 方式 


通过 向 环境 学 习 获取 知识 并 改进 自身 性 能 是 ANN 的 一 个 重要 特点 ,在 一 
般 情况 下 ,性 能 的 改善 是 按 某 种 预定 的 度量 调节 自身 参数 (如 权 值 ) 随 时 间 逐 步 
达到 的 ,学 习 方式 ( 按 环境 所 提供 信息 的 多 少 分 有 以 下 三 种 . 

(1) 监督 学 习 ( 有 教师 学 习 ) ， 

这 种 学 习 方式 需要 外 界 存在 一 个 “教师 ”, 可 对 一 组 给 定 输入 提供 应 有 的 输 ， 
出 结果 (正确 答案 ). 这 组 已 知 的 输入 一 输出 数据 称 为 训练 样本 集 . 学 习 系 统 可 根 
据 已 知 输出 与 实际 输出 之 间 的 差 值 (误差 信和 号) 来 调节 系统 参数 (图 5. 1. 9). 


描述 环境 状 


图 5.1.9 监督 学 习 框图 


(2) 非 监督 学 习 ( 无 教师 学 习 ) 

非 监督 学 习 时 不 存在 外 部 教师 ,学 习 系统 完全 按照 环境 所 提供 数据 的 某 些 
统计 规律 来 调节 自身 参数 或 结构 (这 是 一 种 自 组 织 过 程 ), 以 表示 外 部 输入 的 某 
种 固有 特性 (如 聚 类 ,或 某 种 统计 上 的 分 布 特征 )( 图 5. 1. 10). 


图 5.1.10 非 监督 学 习 框图 图 5.1.11 再 励 学 习 框 图 
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(3) 息 励 学 习 ( 强 化 学 习 ) 

这 种 学 习 介 于 上 述 两 种 情况 之 间 , 外 部 环境 对 系统 输出 结果 只 给 出 评价 (或 
奖 罚 ) 而 不 是 给 出 正确 答案 ,学 习 系 统 通过 强化 那些 受奖 励 的 动作 来 改善 自身 性 
能 (图 5.1. 11). 


二 、 学 习 算法 


(1) 误差 纠正 学 习 
令 y(n) 为 输入 zj(n) 时 神经 元 在 n 时 刻 的 实际 输出 ,di (z) 表 示 应 有 的 
输出 (可 由 训练 样本 给 出 ) , 则 误差 信和 号 可 写 为 


ei(n) = di(n) — yn). 


误差 纠正 学 习 的 最 终 目的 是 使 某 一 基于 ei(n) 的 目标 函数 达到 最 小 ,以 使 网 
络 中 每 一 输出 单元 的 实际 输出 在 某 种 统计 意义 上 最 逼近 于 应 有 输出 , 一 旦 选 定 
了 目标 函数 形式 , 则 误差 纠正 学 习 就 成 为 一 个 典型 的 最 优化 问题 . 最 常用 的 目标 
函数 是 均 方 误差 判 据 ,定义 为 


J= e( Dei), 


其 中 EE 是 求 期望 算 子 . 上 式 的 前 提 是 被 学 习 的 过 程 是 平稳 的 ,具体 方法 可 用 最 
速 梯度 下 降 法 . 直接 作为 目标 函数 时 ,需要 知道 整个 过 程 的 统计 特性 ,为 解决 这 
一 困难 ,可 用 误差 在 时 刻 ”的 瞬时 值 sCz) 代 蔡 J, 即 


e(n) = Dl. 
5 


则 问题 变 为 求 e(n) 对 权 值 w 的 极 小 值 , 据 最 速 梯度 下 降 法 可 得 
Arou (n) = ger (mz;(n), 


其 中 7 为 学 习 步 长 . 这 就 是 通常 说 的 误差 纠正 学 习 规则 (或 称 delta 规则 ). 

(2) Hebb 学 习 

神经 心理 学 家 Hebb 提出 的 学 习 规则 可 归结 为 “ 当 某 一 突 触 (连接 ) 两 端的 
神经 元 的 激活 同步 ( 同 为 激活 或 同 为 抑制 ) 时 ,该 连接 的 强度 应 增加 ,反之 则 应 减 
弱 ”, 用 数学 方式 可 描述 为 


Aro5 (n) = 下 (ye Ca) ，Zi(2))， 
式 中 y(n)，Zj (n) 分 别 为 zw 连接 两 端 神经 元 的 状态 ,其 中 最 常用 的 一 种 情 
况 为 


Arou (n) = nyr(n)z;(n). 
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由 于 Aws (z) 与 %(z)，zi(2) 相 关 成 比例 ,有 时 称 之 为 相关 学 习 规则 . 

(3) 竞争 学 习 

顾名思义 ,在 竞争 学 习 时 网 络 各 输出 单元 互相 竞争 ,最 后 达到 只 有 一 个 最 强 
者 激活 . 最 常见 的 一 种 情况 是 输出 神经 元 之 间 有 侧 向 抑制 性 连接 (图 5.1. 12)， 
这 样 众多 输出 单元 中 如 有 某 一 单元 较 强 , 则 它 将 获胜 并 抑制 其 他 单元 ,最 后 只 有 
比较 强 者 处 于 激活 状态 . 最 常用 的 竞争 学 习 规则 可 写 为 


?zi 一 wi)， 车 神经 元 竞争 获胜 ; 


sm = 车 神经 元 竞争 失败 . 


输入 层 输出 层 


图 5.1.12 具有 侧 向 连接 的 竞争 学 习 网 络 图 5.1.13 自 适应 系统 框图 


三 、 学 习 与 自 适 应 


当 学 习 系统 所 处 环境 平稳 时 (统计 特征 不 随时 间 变 化 ), 从 理论 上 说 通过 监 
督学 习 可 以 学 到 环境 的 统计 特征 ,这 些 统计 特征 可 被 学 习 系统 (神经 网 络 ) 作 为 
经 验 记 住 , 如 果 环 境 是 非 平稳 的 (统计 特征 随时 间 变 化 ) ,通常 的 监督 学 习 没有 能 
力 跟 踪 这 种 变化 ,为 解决 此 问题 需要 网 络 有 一 定 的 自 适 应 能 力 ,此 时 每 一 个 不 同 
输入 都 作为 一 个 新 的 例子 对 待 ,其 工作 过 程 如 图 5. 1. 13. 此 时 模型 (如 ANN) 被 
当 作 一 个 预测 器 ,基于 前 一 时 刻 输出 z(n 一 1) 和 模型 在 n 一 1 时 刻 的 参数 , 它 估 
计 出 时刻 的 输出 全 Cn) ,全 (n) 与 实际 值 z(n) (作为 应 有 的 正确 答案 ) 比 较 ,其 差 
值 eCn) 称 为 “新 息 ”, 如 新 息 e(z) = 0, 则 不 修正 模型 参数 ,否则 应 修正 模型 参数 
以 便 跟踪 环境 的 变化 . 
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第 二 章 ”人工 神经 网 络 基本 模型 及 算法 


人 工 神经 网 络 基本 模型 主要 是 指 早期 几 个 有 代表 性 的 模型 . 本 章 将 介绍 
MP 模型 .感知 器 模型 .BP 算法 和 Hopfield 网 络 模型 . 


第 一 节 MP 模 型 


MP 模型 属于 一 种 阔 值 元 件 模型 , 它 是 由 美国 McCulloch 和 Pitts 提出 的 最 
早 神经 元 模型 之 一 ,MP 模型 是 大 多 数 神经 网 络 模型 的 基础 . 


一 、 标 准 MP 模型 


通常 考虑 某 一 神经 元 要 受到 其 他 神经 元 的 作用 ,因而 总 是 以 n 个 神经 元 相互 
连接 形成 神经 元 计算 模型 (图 5. 2. 1). 一 个 神经 元 具备 相应 的 输入 和 输出 ,但 是 神 
经 元 自身 的 状态 决定 其 输出 的 有 无 . 即 是 ,每 一 个 神经 元 从 其 他 ”一 1 个 神经 元 接 
受信 息 ,产生 神经 兴奋 和 冲动 ,在 其 他 条 件 不 变 的 情况 下 ,不 论 何 种 刺激 ,只 要 达到 
闭 值 以 上 ,就 能 产生 一 个 动作 电位 ,并 以 最 快速 度 作 非 衰减 的 等 幅 传 递 输出 ;一 旦 
输入 的 总 和 小 于 立 值 ,神经 元 处 于 抑制 状态 ,没有 被 激活 ,也 就 没有 任何 输出 产生 . 


-| fu) 


图 5.2.1 MP 神经 元 模型 


对 个 互 连 的 神经 元 中 的 第 i 个 神经 元 ,外 界 输入 的 总 和 影响 其 激活 值 . i 
神经 元 的 状态 以 某 种 函数 形成 输出 , 即 有 


ui = ou 一 0， 
各 


vi = fu), > (1) 
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其 中 ,w; 代 表 神经 元 i 与 神经 元 j 之 间 的 连接 强度 (模拟 生物 神经 元 之 间 突 触 连 
接 强 度 ) , 称 之 为 连接 权 ;u; 代表 神经 元 i 的 活跃 值 , 即 神经 元 i 的 状态 ;wv 代表 
神经 元 i 的 输出 ;0; 代表 神经 元 i 的 立 值 . 
函数 了 表达 了 神经 元 的 输入 输出 特性 . 在 MP 模型 中 ,f 定义 为 阶 路 函数 
1， 当 ww >0 时 ; 
的 -ff 当 w 之 0 时 . 


如 果 把 阔 值 6 看 作为 一 个 特殊 的 权 值 , 则 式 (1) 可 改写 为 


vi 一 /Dun), 


其 中 ,ro = 一 90.:, vo = 1. 
为 用 连续 型 的 函数 表示 神经 元 的 非 线 性 变换 能 力 , 常 采 用 S 型 函数 
foo = Ts 
该 函数 的 图 像 如 图 5. 1. 3(c) 所 示 . 
MP 模型 在 发 表 时 并 没有 给 出 一 个 学 习 算 法 来 调整 神经 元 之 间 的 连接 权 . 
但 是 ,我 们 可 以 根据 需要 ,采用 一 些 常见 的 算法 来 调整 神经 元 之 间 的 连接 权 , 以 
达到 学 习 目 的 .上 一 章 介绍 的 Hebb 学 习 规则 就 是 一 个 较 好 的 学 习 算法 . 


二 、 延 时 MP 模型 
延 时 MP 模型 可 表示 为 


vt) = f(D wvlt ot) —0.), 
名 


其 中 ,rm 为 突 触 时 延 . 该 模型 具有 下 面 的 一 些 特点 : 
(1) 神经 元 的 状态 满足 “激活 /抑制 "规律, 即 0/1 律 ; 
(2) 神经 元 为 一 “多 输入 / 单 输出 ”处 理 单元 ; 
(3) 具有 “空间 整合 ”与 “ 阔 值 ”作用 , 即 


1， 当 >)uonoi(Gt 一 zi) 二 4 时 ; 
区 
v(t) = 
0， 当 Dwiv Ct — 5) 时; 
Ed 


(4) 所 有 神经 元 具有 相同 的 、 恒 定 的 工作 节律 ,工作 节律 取决 于 突 触 时 延 zj ; 
(5) 没有 考虑 时 间 整 合作 用 和 不 应 期 ; 
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(6) 神经 元 突 触 的 时 延 cj 为 常数 , 权 系数 也 为 常数 , 即 


a 1， 当 为 兴奋 性 输入 时 ; 
本 1 一 1， 当 包 为 抑制 性 输入 时 . 


三 、 改进 的 MP 模型 


对 于 上 面 的 MP 模型 ,如 考虑 时 间 整 合作 用 和 不 应 期 , 则 有 


wD) = f(D wivilt— hr) + Dv Ct— keri) —0) ,k= 1,2,° 
各 ed 


其 中 ,wi (k) 随 变化 (也 即 随时 延 变化 ), 且 


wi (k) | 


> 0， 著 兴 奋 性 突 触 ; 
三 0， 车 抑制 性 突 触 . 


这 里 ,wvj(t 一 ken) Ch 二 1，2，…) 表示 对 过 去 所 有 输入 进行 时 间 整 合 ,而 


wi(k) 表 示 神经 元 内 的 反馈 连接 权 . 


(绝对 不 应 期 ); 


一 AD， 当 B<b < co 时 (相对 不 应 期 ); 


一 a， 当 % 一 co 时 
-| 


0， 当 4% 委 8 时 


(反应 期 ). 


式 中 a 为 正 数 ,h(k) 为 的 单调 减 的 指数 函数 . 改进 的 MP 模型 与 延 时 MP 模型 
的 主要 区 别 在 于 其 结构 的 可 塑性 , 即 在 改进 的 MP 模型 中 , 权 系数 是 可 变 的 , 璧 


如 兴奋 性 突 触 的 连接 权 将 增 大 或 减 小 . 


第 二 节 感知 器 模型 


感知 器 是 一 种 早期 的 神经 网 络 模型 ,由 美国 学 者 F. Rosenblatt 于 1957 年 


提出 . 由 于 在 感知 器 中 第 一 次 引 和 人 了 学 习 的 
概念 ,使 人 脑 所 具备 的 学 习 功能 在 基于 符号 
处 理 的 数学 模型 中 得 到 了 一 定 程度 的 模拟 ， 
所 以 引起 了 广泛 的 关注 . 


一 、 简 单 感知 器 


简单 感知 器 模型 (图 5. 2. 2 实际 上 仍然 
是 MP 模型 的 结构 ,但 是 它 通过 采用 监督 学 


Tl Nw 


图 5.2.2 感知 器 处 理 单元 
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习 来 逐步 增强 模式 划分 的 能 力 ,达到 所 谓 学 习 的 目的 . 
感知 器 处 理 单元 对 个 输入 进行 加 权 和 操作 , 即 


y= f(D wr —0), (2) 
和 


其 中 ,wi 为 第 i 个 输入 到 处 理 单元 的 连接 权 值 ,9 为 立 值 . 
作为 分 类 器 ,感知 器 的 输出 y = f(*) 通常 取 阶 跃 函数: 


1， 当 》 wz, 一 90 时 ; 
y= 本 (3) 
0， 当 >)rwzi 一 9 入 0 时. 


感知 器 在 形式 上 与 MP 模型 差不多 ,它们 之 间 的 区 别 在 于 神经 元 之 间 连 接 
权 的 变化 . 感知 器 的 连接 权 定义 为 可 变 的 ,这 样 感知 器 就 被 赋予 了 学 习 的 特性 ， 
利用 简单 感知 器 可 以 实现 逻辑 代数 中 的 一 些 运算 ,如 表 5. 2. 1 所 示 . 


表 5.2.1 简单 逻辑 运算 


x z .| y=nAn | y=nVz 五 
0 0 0 0 1 
0 1 0 1 1 
1 0 人 1 0 
1 1 1 1 0 
对 应 简单 感知 器 的 计算 式 为 
.2 一 fr 十 rz 一 0). (4) 


(1)“ 与 ”运算 , 即 xz 人 zi. 

当 取 w = ws 二 1,9 = 二 1.5 时 , 式 (4) 完 成 逻辑 “与 ”运算 . 

(2)“ 或 ”运算 , 即 zx! V z2. 

当 取 w = ws = 1, = 0.5 时 , 式 (4) 完 成 逻辑 “或 ”运算 . 

(3)“ 非 ”运算 , 即 去 . 

当 取 mw = 一 1, ws = 0, 9 = 一 1 时 , 式 (4) 完 成 逻辑 “ 非 ” 运 算 . 

和 许多 代数 方程 一 样 , 式 (3) 中 不 等 式 具有 一 定 的 几何 意义 . 对 于 一 个 两 输 
人 的 简单 感知 器 ,每 个 输入 取 值 为 0 和 1, 如 上 面 给 出 的 逻辑 运算 ,所 有 样本 输 
入 有 四 个 , 记 为 (zi，zz):(0, 0),(0, 1),(1, 0) 和 (1, 1) ,其 构成 样本 输入 空间 . 
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例如 ,在 二 维 平面 上 ,对 于 “或 ”运算 ,各 个 样本 的 分 布 如 图 5. 2. 3 所 示 . 直线 
Zi 十 zz 一 0.5 二 0 将 二 维 平面 分 为 两 部 分 ,上 部 
为 激发 区 (y = 1, 用 支 表示 ) ,下 部 为 抑制 区 (y 二 
0, 用 交 表 示 ). 

感知 器 的 训练 (学 习 ) 是 通过 监督 学 习 过 程 
来 实现 的 . 样本 矢量 X 输 入 到 感知 器 中 ,感知 器 
中 的 各 处 理 单元 按 式 (2) 或 式 (3) 计 算 , 得 到 实际 
输出 y, 将 其 与 期 望 输出 a 的 差 来 修正 下 一 步 计 
算 的 权 值 . 简单 感知 器 引入 的 学 习 算 法 称 之 为 误 
差 学 习 算 法 . 该 算法 是 神经 网 络 学 习 中 的 一 个 重 ”图 5.2.3 逻辑 "或 "的 二 维 表示 
要 算法 ,并 已 被 广泛 应 用 ,该 算法 的 计算 步骤 为 : 

(1) 选择 一 组 初始 权 值 ww(0). 

(2) 计算 某 一 输入 模式 对 应 的 实际 输出 与 期 望 输出 的 误差 人 

(3) 如 果 小 于 给 定 误差 限 则 结束 ,否则 继续 下 一 步 . 

(4) 更 新 权 值 ( 阔 值 可 视 为 输入 恒 为 1 的 一 个 权 值 7 


Arw(t 十 1) = w(tt1)— w(t) = gd— y(t zi, 


式 中 7 为 在 区 间 (0，1) 上 的 一 个 常数 , 称 为 学 习 步 长 , 它 的 取 值 与 训练 速度 和 收 
敛 的 稳定 性 有 关 ;q，y》 为 神经 元 的 期 望 输出 和 实际 输出 ;z; 为 神经 元 的 第 i 个 
输入 . 

(5) 返回 (2) ,重复 ,直到 对 所 有 训练 样本 模式 ,网 络 输出 均 能 满足 要 求 . 

但 简单 感知 器 无 法 解决 “异域 ”问题 ,所 以 简单 感知 器 只 能 进行 线性 分 类 ,而 
对 非 线性 样本 的 划分 无 法 实现 . 感知 器 对 线性 不 可 分 问题 的 局 限 性 决定 了 它 只 
有 较 差 的 归纳 性 ,而 且 通常 需要 较 长 的 离线 学 习 才 能 达到 收敛 . 然而 ,感知 器 的 
线性 分 类 性 质 决 定 了 它 能 存 贮 丰富 的 线性 可 分 的 输入 输出 模式 对 ,另外 感知 器 
的 优点 还 表现 在 它 对 模式 的 直接 联想 和 容易 理解 的 工作 方式 . 要 解决 线性 不 可 
分 模式 的 分 类 问题 ,需要 对 网 络 进一步 改进 . 

感知 器 所 提出 的 分 类 算法 在 神经 网 络 研究 中 有 着 重要 的 意义 和 地 位 , 它 具 
有 神经 网 络 一 些 自 组 织 、 自 学 习 的 特征 . 对 于 线性 可 分 的 模式 空间 ,其 算法 是 严 
格 收敛 的 . 在 后 来 的 神经 网 络 研究 中 ,许多 模型 都 是 在 这 种 指导 思想 下 建立 的 ， 
或 者 是 这 种 模型 的 改进 和 推广 . 


二 、 多 层 感知 器 


如 果 在 输入 和 输出 层 之 间 加 上 一 层 或 多 层 的 神经 元 ( 隐 层 神经 元 ) ,就 可 构 
成 多 层 前 向 网 络 , 叫 做 多 层 感 知 器 (图 5. 2. 4). 
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输入 层 隐 层 输出 层 
图 5.2.4 多 层 感 知 器 


这 里 需 指出 的 是 :多 层 感知 器 只 允许 调节 一 层 的 连接 权 . 这 是 因为 按 感知 器 
的 概念 ,无 法 给 出 一 个 有 效 的 多 层 感知 器 学 习 算法 . 图 5. 2. 4 的 三 层 感知 器 中 ,有 
两 层 连 接 权 ,输入 层 与 隐 层 单元 间 的 权 值 是 随机 设置 的 固定 值 ,不 被 调节 ;输出 
层 与 隐 层 间 的 连接 权 是 可 调节 的 . 
对 于 上 一 章 述 及 的 XOR 问题 ,用 一 个 简单 的 三 层 感知 器 就 可 得 到 解决 , 解 
决 方法 如 图 5. 2. 5 所 示 . “ 
z= fz +l. zx 一 0.5)， 
zi = f(D) zx? 十 (一 D)。zgo 一 (一 1.5))， 


一 (1I。zo 十 1。z9p 一 1.5)， 
> 


图 5.2.5 XOR 求解 网 络 图 5.2.6 XOR 的 空间 划分 


实际 上 ,该 三 层 感知 器 的 输入 层 和 隐 层 的 连接 ,就 是 在 模式 空间 中 用 两 个 超 
平面 去 划分 样本 (图 5. 2.6) , 即 为 两 条 直线 
hi: z+z: = 0.5, ls: zi 十 zz 一 1.5. 
输出 层 相当 于 一 个 逻辑 “与 ”运算 ,这 样 就 构成 了 图 5. 2. 6 所 示 的 两 条 直线 
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间 的 区 域 , 从 而 完成 这 种 非 线性 模式 划分 . 可 以 证 明 , 只 要 隐 层 和 隐 层 单元 数 足 
够 多 ,多 层 感知 器 网 络 可 实现 任何 模式 分 类 . 但 是 ,多 层 网 络 的 权 值 如 何 确定 , 即 
网 络 如 何 进行 学 习 , 在 感知 器 上 没有 得 到 解决 . 当年 Minsky 等 人 就 是 因为 对 于 
非 线性 空间 的 多 层 感知 器 学 习 算法 未 能 得 到 解决 ,使 其 对 神经 网 络 的 研究 作出 


第 三 节 BP 算 法 


一 、 多 层 前 向 BP 网 络 


由 于 在 神经 网 络 中 引信 隐 层 神经 元 ,神经 网 络 就 具有 更 好 的 分 类 和 记忆 能 
力 , 因 此 相应 的 学 习 算 法 就 成 了 研究 的 焦点 . 1985 年 Rumelhart 等 提出 的 EBP 
(Error Back Propagation) 算 法 (简称 BP) ,系统 地 解决 了 多 层 神 经 元 网 络 中 隐 
单元 层 连接 权 的 学 习 问 题 , 并 在 数学 上 给 出 了 完整 的 推导 . 

采用 BP 算法 的 多 层 神经 网 络 模型 一 般 称 为 BP 网 络 ( 图 5. 2. 7). 它 由 输入 
层 、 中 间 层 和 输出 层 组 成 ,中 间 层 也 就 是 隐 含 层 ,可 以 是 一 层 或 多 层 结构 . 


输入 层 隐 层 隐 层 输出 层 
O 过 | 


x 


图 5.2.7 多 层 前 向 BP 网 络 


BP 网 络 的 学 习 过 程 由 两 部 分 组 成 : 正 向 传播 和 反 向 传播 . 当 正 向 传播 时 , 输 
人 信息 从 输入 层 经 隐 单 元 层 处 理 后 传 向 输出 层 , 每 一 层 神经 元 的 状态 只 影响 下 
一 层 的 神经 元 状态 . 如 果 在 输出 层 得 不 到 希望 的 输出 , 则 转 人 反 向 传播 ,将 误差 
信号 沿 原来 的 神经 元 连接 通路 返回 . 返回 过 程 中 ,逐一 修改 各 层 神经 元 连接 的 权 
值 . 这 种 过 程 不 断 迭 代 , 最 后 使 得 信号 误差 达到 允许 的 范围 之 内 . 

BP 网 络 中 采用 了 有 一 定 阅 值 特性 的 连续 可 微 的 sigmoid 函数 作为 神经 元 的 
激发 函数 . 当然 其 他 类 似 的 非 线性 函数 也 可 选用 . 这 里 采用 S 型 (Sigmoid) 函 数 
二 
k te 
二 、sigmoid 激发 函数 下 的 BP 算法 


由 于 BP 网 络 要 求 采用 非 线性 的 连续 可 导 的 激发 函数 ,经 多 年 试验 研究 , 现 
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f(z)= 


通常 采用 S 型 函数 作为 激发 函数 


a 1 
f (Nets) = IE 


式 中 ,Nety 为 网 络 单元 u 的 状态 
Nets = Dwon 十 0 
则 单元 输出 为 


有 1 到 1 
1 十 exp( 一 Dwion 一 0) 1+ Ew 


Og 


其 中 ,0; 为 单元 uj 的 阔 值 . 在 这 种 激发 函数 下 ,有 


ao 
fCNety) = i = oy (1— ow). 


故 对 输出 层 单元 有 训练 误差 

6% = ou (1— ou) (ty — ow), 
对 隐 层 单元 有 训练 误差 

2 = 0 (1— ou) Dimwn,, 


权 值 调节 为 
Awii (t+ 1) = yon. 


在 实际 的 学 习 过 程 中 ,学 习 速 率 7 对 学 习 过 程 的 影响 很 大 .7 是 按 梯度 搜索 
的 步 长 .7 越 大 , 权 值 的 变化 越剧 烈 . 实际 应 用 中 ,通常 是 以 不 导致 振荡 的 前 提 下 
取 尽 量 大 的 值 . 为 了 使 学 习 速 度 足 够 快 而 不 易 产生 振荡 ,往往 在 规则 中 再 加 上 一 
个 “ 势 态 项 ”, 即 
Awi (t+ 1) = m6w0n 十 Aros(D， 


式 中 ,a 是 一 个 常数 , 它 决定 过 去 权重 的 变化 对 目前 权 值 变化 的 影响 程度 . 

下 面 给 出 算法 步骤 : 

(1) 置 各 权 值 或 闵 值 的 初始 值 :rws(0)，b (0) 为 小 的 随机 数值 . 

(2) 提供 训练 样本 ,输入 矢量 XX = (zu Ts， Zh) ;有 二 1,2,…,p， 
M 为 输入 向 量 的 维 数 ;期 望 输出 T(t, ，… ,th) ,上 三 1,2,…,p, NN 为 输 
出 向 量 的 维 数 ;对 每 个 输入 样本 进行 下 面 (3) 到 (5) 的 迭代 . 

(3) 计算 网 络 的 实际 输出 及 隐 层 单元 的 状态 

“252 。 


oo = fwiion 十 及 ). 
(4) 计算 训练 误差 
By 二 05 (1 一 05)(twy 一 05) (输出 层 ); 


By 二 0 《1 一 0n) > buw 《 隐 含 层 ). 


(5) 修正 权 值 和 阔 值 
wilt+1) = w(t) + jon + aLw(t) — wt— 1)], 
bt 十 1) = 0 + ;+a[ld, 2) —0;(— 1)]. 
(6) 当 上 每 经 历 1 至 pp 后 ,判断 指标 是 否 满足 精度 要 求 : 
E<e, 


其 中 , E= 3 2 一 0 )*，e 为 精度 要 求 . 若 满足 则 训练 结束 ,否则 继续 进 


行 (3) 到 (5) 的 选 代 训练 ， 直到 满足 精度 要 求 为 止 . 
BP 模型 虽然 在 各 方面 都 具有 重要 意义 ,而 且 应 用 也 很 广泛 ,但 它 也 存在 一 
些 不 足 . 从 数学 上 看 , 它 是 一 个 非 线性 优化 问题 ,不 可 避免 地 存在 局 部 极 小 点 ;学 
习 算 法 的 收敛 速度 很 慢 ; 网 络 隐 层 结 点 数 选取 带 有 很 大 的 盲目 性 和 经 验 性 , 尚 无 
理论 上 的 指导 ;新 加 入 的 样本 要 影响 已 学 完 的 样本 等 . 


第 四 节 HP 网 络 模 型 


一 、 反 馈 网 络 


在 反馈 网 络 中 ,所 有 结 点 都 是 一 样 的 ,它们 之 间 都 可 以 互相 连接 (一 个 结 点 
既 接 受 其 他 结 点 来 的 输入 ,同时 也 输出 给 其 他 结 点 ). 图 5. 2. 8(a) 画 出 这 种 网 络 
的 展开 图 ,图 5. 2. 8(b) 是 简化 形式 (为 简单 计 , 在 5. 2. 8(a) 中 认为 神经 元 是 MP 
模型 ， 图 中 所 示 为 各 结 点 没有 自 反 馈 的 情况 ). 由 于 引入 反馈 ,所 以 它 是 一 个 非 线 
性 动力 学 系统 . 

对 于 一 个 非 线性 动力 学 系统 ,系统 的 状态 从 某 一 初 值 出 发 经 过 演变 后 可 能 
有 如 下 几 种 结果 : 

(1) 渐 近 稳定 点 (吸引 点 )5 

《2) 极限 环 ， 

(3) 混沌 (chaos); 

〈4) 状态 发 散 . 
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(b) 


图 5.2.8 反馈 网 络 


由 于 神经 元 模型 是 一 个 有 界 函 数 , 故 系统 的 状态 不 会 发 生发 散 现 象 . 本 节 不 
讨论 理论 分 析 这 类 系统 的 方法 ,而 从 应 用 角度 对 最 常用 的 反馈 网 络 一 一 
Hopfield 网 络 模型 给 出 一 些 定性 分 析 . 


二 、 离 散 Hopfield 网 络 

离散 的 Hopfield 网 络 构造 如 图 5. 2. 8 所 示 ,作用 过 程 可 写 为 
y 

= Dwisi(t) ~—0,, 
Ee 


s(t+1) = sgn[Lv;(t)], 


上 +1， 当 ww(D 之 0 时 ， 


即 5 二 1) = 
ns fe 当 v(t) < 0 时 . 


一 般 认 为 v(t) = 0 时 神经 元 状态 保持 不 变 ,N 为 网 络 结 点 总 数 . 
将 上 式 合并 可 写 为 


y 
s(t+1) = sgn Pw) C0) 一 0)， (5) 


其 中 5 (7) 为 任 一 时 刻 单元 j 的 状态 ( 取 十 1 或 一 1). 整个 网 络 的 状态 可 用 列 向 量 
s 表示 
ss= (9, say, sn). 

一 般 情况 下 网 络 是 对 称 的 (zwi= wi ) ,所 以 W 可 用 一 个 N XN 的 对 角 线 为 
0 的 对 称 矩 阵 表 示 . 这 种 网 络 有 两 种 工作 方式 

(1) 串 行 (或 称 异 步 ,asynchronous) 方 式 : 任 一 时 刻 只 有 一 个 单元 按 式 (5) 
改变 状态 ,其 余 单元 保持 不 变 (各 单元 动作 顺序 可 以 随机 选择 ,或 按 某 种 确定 上 顺 
序 动作 ). 
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(2) 并 行 (或 称 同步 ,synchronous) 方 式 : 某 一 时 刻 所 有 神经 元 同时 改变 
状态 ， 。 
如 果 网 络 从 + = 0 的 任 一 初 态 s(0) 开 始 变 化 ,存在 菜 一 有 限 ,从 此 以 后 网 
络 状态 不 再 变化 , 即 
s(t+1) = s(t), 


则 称 网 络 式 (5) 达 到 稳定 状态 . 显然 稳定 状态 应 满足 
5 = senC Dis —0) G =1, 2,%, N). 
定义 网 络 的 能 晤 丁 数 为 
= 了 马 已 www 一 中。(D4 《异步 方式 )， 


E=- 寺 站 Ds Gt Ds -DD +s (1 十 1)J9， (同步 方式 )， 


则 EI<EDD lw ls ls + Ds lo 


= lw lt 3 10l. 


由 于 ,5 只 可 能 是 十 1 和 一 1, ws 和 0 均 有 界 ,所 以 能 量 函 数 也 是 有 界 的 , 即 
从 任 一 初始 状态 开始 , 若 在 每 次 迭代 时 都 满足 AE = E(t 十 1) 一 E(z) 入 0, 则 网 
络 的 能 重 将 越 来 越 小 ,最 后 趋向 于 稳定 状态 AE = 0. 


三 、 连 续 Hopfield 网 络 


连续 的 Hopfield 网 络 可 与 一 电子 线路 对 应 (图 5. 2. 9) ,每 一 神经 元 可 用 一 
个 (有 正 反 向 输出 的 ) 放 大 器 模拟 ,输入 端 并 联 的 电阻 和 电容 可 模拟 生物 神经 元 
的 时 间 常 数 ,互相 连接 间 的 电导 Ts 则 模拟 各 神经 元 间 突 触 的 特性 (相当 于 权 
系数 ). 
该 网 络 的 微分 方程 为 
Fe 一 是 + 纪 ， 


5 = g(V;). 
可 证 明 , 若 g ”为 单调 增 且 连 续 , C; >0， Ti = Ts， 则 沿 系统 的 轨迹 有 % E<o, 


当 且 仅 当 至 一 0 时 ,至 -oil, 2， …，N. 其 中 
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图 5.2.9 连续 Hopfield 网 络 对 应 的 电路 图 


E=— 去 到 PTsss, 过 Dis 对 之 下 | ev Cod 


为 系统 的 能 量 函 数 . 

可 以 证 明 ,在 一 定 条 件 下 ,能 重 函数 下 是 一 个 单调 减 函数 所 以 当 从 某 一 初 
始 状态 变化 时 ,网 络 的 演变 是 使 下 降 , 达 到 某 一 局 部 极 小 时 就 停止 变化 . 这 些 
能 量 的 局 部 极 小 点 就 是 网 络 的 稳定 点 或 称 吸引 子 . 
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第 三 章 ” 人 工 神经 网 络 设计 与 应 用 


本 章 在 前 两 章 介绍 人 工 神经 网 络 基本 理论 、 模 型 和 算法 的 基础 上 ,对 当前 人 
工 神经 网 络 在 汉字 识别 、 信 号 处 理 和 自动 控制 中 的 应 用 进行 介绍 ,具有 一 定 的 代 
表 性 和 实践 指导 意义 . 


第 一 节 ”人工 神经 网 络 在 手写 体 汉 字 识 别 中 的 应 用 


一 、 引 言 


近年 来 人 们 提出 了 很 多 实现 汉字 识别 的 方法 和 技术 ,由 于 汉字 在 手写 体形 
式 中 的 特点 , 现 有 手写 体 汉 字 识 别 系统 需要 进一步 改进 以 提高 其 效率 ,它们 缺乏 
足够 的 灵活 性 和 并 行 处 理 能 力 . 特别 是 在 光照 条 件 差 噪声 污染 严重 的 情况 下 系 
统 就 变 得 不 够 实用 和 有 效 . 重新 兴起 的 神经 网 络 和 并 行 计算 技术 给 人 们 以 启示 : 
神经 网 络 可 实现 传统 (精确 ) 逻 辑 推理 所 不 能 完成 的 模糊 语义 逻辑 推理 ;相应 的 
并 行 计算 结构 可 提高 信息 处 理 速 度 , 从 而 使 手写 体 汉 字 识 别 系统 成 为 办 公 自 动 
化 中 的 实用 工具 .为 此 ,本 节 介 绍 一 种 神经 网 络 算法 以 实现 手写 体 汉字 识别 的 多 
辑 分 析 功 能 . 


二 、 算 法 介绍 


该 算法 将 二 值 化 图 像 的 非 监督 . 非 线 性 特征 提取 与 贝 叶 斯 统计 决策 的 非 监 
督 分 类 ,反馈 学 习 机 制 相 结 合 . 在 传统 方法 中 ,特征 提取 和 目标 识别 是 两 个 独立 
的 过 程 ,它们 之 间 的 联系 未 得 到 充分 的 利用 .但 从 人 类 认 知 心理 学 角度 来 看 ,人 
脑 的 生物 神经 网 络 系统 是 以 集成 方式 工作 的 ,视觉 信息 输入 的 特征 被 视网膜 神 
经 元 阵列 所 感知 ,并 被 并 行 分 布 式 结构 映射 为 时 变 参数 集 . 本 节 有 别 于 传统 算 
法 , 它 以 自 组 织 、 自 学 习 和 自 适应 机 制 粮 拟人 类 联想 功能 和 认 知 映射 ,相应 认 知 
(识别 决策 ) 结 果 由 神经 网 络 算法 输出 ,其 中 自 组 织 分 类 算法 由 Kohonen 网 络 构 
成 ,该 分 类 算法 可 处 理 原始 图 像 阵 列 , 并 包括 以 联想 记忆 分布 式 存 贮 方式 实现 
的 特征 隐 式 提取 . 而 Kohonen 网 络 的 知识 学 习 与 权 值 更 新 是 由 多 层 BP 网 络 实 
现 的 ,这 也 可 认为 是 对 Kohonen( 传 统 ) 网 络 的 一 种 改进 . 该 算法 的 结构 框图 如 
图 5. 3.1 所 示 . 

自 组 织 神经 网 络 可 自动 地 通过 外 界 环境 进行 学 习 , 它 是 与 人 类 感知 过 程 一 
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Grossberg 
机 制 


Kohonen 


图 5.3.1 算法 结构 框图 


致 的 . 该 神经 网 络 的 非 监 督学 习 特性 可 被 认为 是 来 源 于 其 自 组 织 机 制 , 而 像 BP 
这 样 的 神经 网 络 是 有 教师 监督 的 学 习 能 力 很 强 的 自 适应 系统 , 它 适合 于 样本 学 
习 和 特定 类 识别 ,该 算法 是 通过 BP 学 习 算 法 来 增强 其 非 线 性 能 力 的 . 


三 、 手 写 体 汉字 识别 算法 


1. 神经 网 络 算法 介绍 

根据 图 5. 3. 1 所 示 的 结构 ,神经 网 络 算法 描述 如 下 . 

(1) 输入 层 和 输出 层 

原始 像素 阵列 被 用 作 神 经 网 络 的 输入 ,该 层 的 每 一 个 结 点 被 组 织 成 多 维 向 
量 形式 . 模式 集合 被 映射 成 超 球面 上 的 点 集 . 识别 结果 由 输出 层 给 出 , 它 具有 贝 
叶 斯 意义 下 的 最 佳 值 . 

(2) 中 间 层 (Kohonen 层 ) 结 点 . 

Kohonen 网 络 输 出 结 点 了 的 量化 反映 了 输入 向 量 X 的 匹配 程度 . 

最 佳 输出 了 w(E€ {Yi(z) | i 二 0, 1,，…，N)) 应 满足 输入 模式 和 权 向 量 之 
间 的 最 优 匹配 . 根据 该 规则 , 权 向 量 调整 如 下 


Ws CD) =aD x (GD 一 WO)， ie Nel), 


其 离散 形式 为 
Wi (t+1) = W(t) talt) * (X(t) — W(t)), i€ Ns, 0<i<]1. 


其 中 alz) 为 增益 系数 ,Nc 和 Ns 分 别 表示 公式 中 结 点 相应 的 领域 . 

该 网 络 所 应 用 的 Kohonen 结构 得 到 20 世纪 70 年 代 以 来 视觉 感知 方面 生 
物 神经 网 络 研究 的 实验 支持 . 

(3) BP 层 结 点 

在 多 层 BP 网 结构 中 ,映射 被 用 以 调整 和 训练 Kohonen 结 点 集 ( 权 值 集 ) : 
F:R" -~ R", Wa = F(Y), 
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其 中 态 o 为 感 co 矩阵 的 最 佳 副 近 

(4)“ 引 入 层 ” 

Grossberg 学 习 原理 引导 Kohonen 结 点 对 最 终 识别 的 决策 过 程 , Kohoner 
结 点 的 最 终 权 值 调整 是 由 “引入 层 ” 的 宏 结 点 完成 的 : 


Wo 一 Whkéhonen + (d * Wi —e x*Y¥), 


其 中 e, d 分别 表 示 小 于 1 的 常数 ,并 随 训练 时 间 + 的 增加 而 减 小 . 

2. 识别 过 程 

预 处 理 过 程 包括 图 像 输入 、 汉 字 分 割 .标准 化 (nXn 阵列 ,n 由 用 户 选 定 ) 
和 骨架 化 (Skeletonizing, 即 二 值 化 过 程 ), 然 后 表征 原始 汉字 信息 的 像素 阵列 
被 用 作 该 算法 的 输入 . 由 于 每 个 汉字 的 点 阵 尺 寸 可 固定 为 若干 常数 ,所 以 该 算 
法 的 通常 规格 为 16 X 16、32 X 32 等 (该 规格 是 由 标准 化 过 程 所 决定 的 ). 识 
别 过 程 的 第 一 步 是 对 随机 得 到 的 初步 识别 结果 进行 迭代 推理 ,直至 获得 最 佳 
值 集合 为 止 . 

传统 方法 是 从 图 像 阵 列 中 提取 特征 向 量 , 但 是 通常 情况 下 ,特征 向 量 并 不 
能 有 效 ,准确 和 充分 地 表达 汉字 属性 ,特别 是 在 手写 体 汉字 识别 系统 中 , 断 笔 
和 连 笔 就 是 实用 系统 中 需要 解决 的 比较 困难 的 问题 . 到 目前 为 止 , 像 句法 模式 
识别 这 样 的 基于 模型 的 方法 仍 不 能 完善 地 解决 该 问题 . 其 根本 原因 就 是 传统 
人 工 智能 技术 缺乏 容错 能 力 和 有 关 模 式 信息 不 完全 情况 下 的 模糊 推理 功能 . 
而 人 工 神经 网 络 恰恰 在 该 方面 具有 很 强 的 优势 . 从 本 质 上 讲 ,Kohonen 结构 实 
现 了 模式 信息 的 自 适应 压缩 ,并 使 汉字 骨架 特征 的 非 形式 化 表示 得 到 增强 ,以 
并 行 分 布 化 的 网 络 结 点 形式 记忆 其 本 质 属 性 . 同时 ,BP 网 络 通过 非 线性 测度 
空间 映射 和 逼近 ,减少 了 模式 分 类 系统 中 宛 余 的 信息 . 由 BP 网 和 Kohonen 网 
综合 而 构成 的 联想 记忆 表征 机 制 是 本 节 中 所 提出 的 新 算法 与 现 有 算法 的 一 个 
重要 区 别 . 

3. 系统 的 硬件 支持 与 软件 仿真 环境 

该 神经 网 络 的 实现 需要 具有 并 行 分 布 式 处 理 的 硬件 支持 ,可 用 于 软件 环境 
仿真 的 系统 体系 结构 可 提供 功能 强大 的 仿真 外 壳 CShell) 和 并 行 运算 功能 , 它 是 
使 系统 实用 化 的 重要 环节 . 


第 二 节 ”人工 神经 网 络 在 通讯 信号 处 理 中 的 应 用 


一 、 信 号 检测 


在 通讯 时 ,接收 到 的 信号 会 受到 噪声 影响 . 在 带 噪声 的 接收 信号 中 如 何 分 辨 
*。259。 


是 哪 一 种 信号 或 者 有 没有 所 需 的 信号 并 非 易 事 ,特别 是 当 噪 声 分 布 是 任意 时 . 设 
在 时 间 区 间 ( 一 了 T/2, T/2) 内 ， - 
yD) 一 sb 十 ni 一 0,1; 1 入 T/2， 


其 中 ,>(9) 是 接收 到 的 信号 ,s (2 是 两 种 可 能 的 原始 信号 ,>( 妈 是 加 性 噪声 . 假设 对 
接收 信号 进行 均匀 采样 ,采样 间隔 的 长 度 保证 了 离散 的 噪声 是 白 噪 声 . 此 外 还 假设 
系统 的 频带 比 信号 的 频带 宽 得 多 . 在 时 间 段 (一 T/2，TV2) 的 末端 ,接受 器 必须 以 
观测 的 信号 (的 样本 作出 决策 ,判断 所 收 到 的 信号 到 底 是 w (2) 还 是 5 (2). 

这 样 的 接收 器 可 以 用 图 5. 3. 2 所 示 的 二 输入 无 记忆 装置 来 构造 . 


图 5.3.2 信号 接收 器 


输出 > 对 于 正 态 分 布 白 噪声 ,最 佳 接收 器 是 线性 装置 
对 于 指数 型 或 Laplace 型 分 布 的 噪声 ,分 段 线性 也 就 
xz ”足够 了 .如 图 5. 3. 3 中 实 线 所 示 的 “穿孔 ”函数 就 是 其 
多 输入 中 典型 的 一 种 . 
- 把 有 可 能 传输 的 信号 备份 起 来 ,分 别 与 收 到 的 信 
号 相 减 ,在 采样 时 刻 ,有 


5. 3.3 “穿孔 ” 函 旬 
人 Gb) = yh) ~— s(t), i=0,1. 


这 些 值 送 至 二 输入 装置 ,得 到 的 输出 是 


pl& (£1)) 
pS 2)) 
在 (一 T/2, T/2) 上 进行 积分 ,在 时 刻 T/2 与 一 个 阐 值 相 比 较 , 作 出 最 终 决 
策 . 当 信号 s(t) (i = 0，1) 的 水 平 与 噪声 比 足够 小 时 ,可 证 明 最 优 接 收 器 的 输 
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€(1i) = ln 


人 特性 是 
f(z) = 是 Cpc) 


信号 s(#)(i 二 0, 1) 是 两 极 形 连续 或 分 段 连续 信号 时 ,最 优 接收 器 可 解释 
为 一 个 无 记忆 非 线性 环节 后 接 一 个 匹配 滤波 器 . 如 果 p(z) 是 高 斯 分 布 , f(z) 是 
线性 函数 ,接收 器 也 就 是 典型 的 线性 接收 器 ,可 以 采用 自 适应 线性 合成 器 
(ALC). 

对 于 图 5. 3. 3 实 线 所 示 的 非 线性 “穿孔 ”, 用 1 X 20 X 5 X 1 结构 的 网 络 ,用 
BP 算法 训练 50 000 次 就 能 达到 很 满意 的 效果 . 

对 于 其 他 噪声 分 布 ,可 采用 多 层 前 传 网 络 来 构成 最 优 接收 器 (图 5. 3. 4). 


Bed 三 .| 多 层 前 传 | > .| 匹配 小 波 二 -已 
,DJ 9 神经 网 络 检测 器 上 -~ 瑟 


噪声 na(t) y=f(z) 
图 5.3.4 神经 网 络 最 优 接收 器 


图 5. 3.4 中 的 两 个 输入 信号 s(t) 实 际 上 是 无 信号 ,而 另 一 个 信号 s(t) 是 
一 段 固定 长 度 的 正弦 型 信号 ,频率 、 幅 度 、 相 位 都 是 已 知 的 . 

在 水 声 和 极 低频 通讯 中 常常 会 有 脉冲 噪声 的 出 现 , 放 电 、 点 火 火 花 可 能 是 引 
起 这 种 脉冲 的 原因 . 大 气 噪声 , 某 些 人 为 噪声 ,潜艇 上 的 发 电机 的 噪声 、 潜 艇 靠近 
海岸 时 陆地 上 的 电站 对 潜艇 通讯 的 干扰 都 可 能 是 脉冲 型 的 . 在 通讯 中 ,这 类 噪声 
有 可 能 传播 数 千 千 米 之 远 ,因此 是 一 种 重要 类 型 的 噪声 ， 

具有 这 种 噪声 的 接收 信号 y(t) ,通过 由 神经 网 络 构成 的 非 线性 环节 ,再 通 
过 匹配 滤波 器 决定 接受 对 应 于 无 输入 的 假设 He 还 是 正弦 信号 的 假设 Hi ,匹配 
滤波 器 把 非 线 性 输出 与 已 知 时 间 校 准 信号 相 乘 再 积分 ,其 值 大 于 阔 值 就 选 Hi， 
否则 就 是 Ho. 

为 了 仿真 , 设 噪声 是 零 均值 Laplace 分 布 的 方差 o = 14. 1 的 脉冲 噪声 ,两 肪 
冲 间隔 AT 服从 Poisson 分 布 , 其 均值 依 所 加 噪声 信 品 比 不 同 而 不 同 . 当 信 品 比 
从 1dB 到 一 24 dB 时 ,其 值 为 500 至 2 个 采样 间隔 不 等 .信和 号 s, (1) 的 持续 时 间 是 
250 个 样本 、 幅 度 为 1. 0 的 正弦 波 . 

如 果品 声 的 概率 分 布 密度 p(z) 的 解析 表达 式 已 知 ,当然 也 就 不 需要 用 到 神 
经 网 络 ,直接 构成 一 个 f(z) 公 式 的 非 线 性 环节 就 可 以 了 . 即使 一 定 要 用 神经 网 
络 构 造 , 也 只 需 将 已 知 的 f(z) 的 输入 输出 数据 用 于 训练 ,构造 出 图 5. 1. 3 所 示 
的 非 线性 函数 即 可 . 但 一 般 的 情况 是 ,噪声 的 概率 分 布 甚至 噪声 的 类 型 对 设计 者 
来 说 是 未 知 的 . 为 此 采用 图 5. 3. 5 所 示 的 自 适应 训练 形式 . 
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s(t) 


图 5.3.5 网 络 自 适应 训练 框图 


图 5. 3.5 中 的 多 层 感知 机 仍 采用 1 X 20 X 5 X 1 结构 ,初始 权重 取 小 的 随机 
数 . BP 算法 中 学 习 步 长 y= 0. 1, 动量 系数 a = 0.5. 为 了 比较 , 当 噪声 为 零 均 
值 Gauss 分 布 时 (c = 0. 1), 训练 出 的 多 层 感知 机 在 信号 幅度 士 1 的 范围 内 呈现 
出 线性 关系 ,在 训练 3000~5 000 次 后 这 种 关系 即 很 明显 . 当 噪声 是 上 述 脉冲 品 
声 , 而 信 噪 比 SNR = 一 5dB, AT = 125 时 ,在 训练 5 000 次 后 就 开始 形成 较 明 
显 的 非 线性 环节 ,对 超过 原 信号 电 平 的 带 噪声 信号 进行 剪 波 . 当 训练 次 数 逐 渐 增 
至 10 000 次 时 , 非 线性 函数 向 “穿孔 ”函数 逼近 . 

这 样 的 信号 检测 系统 的 效果 如 何 呢 ? 用 训练 10 000 次 后 的 结果 网 络 来 进 
行 测试 . 检测 信号 的 信 品 比 为 5 dB 一 一 24 dB 的 2 000 个 信号 . 仿真 表明 这 样 的 检 
测 出 错 率 几乎 接近 于 零 ,只 有 当 SNR 超过 一 24 dB 时 出 错 率 才 开始 迅速 增加 . 
如 果 我 们 在 噪声 分 布 一 无 所 知 的 情况 下 采用 线性 环节 处 理 ,那么 当 信 噪 比 从 
5 dB 降 至 一 24 dB 时 出 错 率 将 从 零 增 至 36%. 可 见 , 这 种 方法 是 十 分 有 效 的 . 

从 所 形成 的 非 线性 来 看 , 当 接收 信号 的 幅度 超过 原始 信号 的 振幅 士 1 的 范 
围 时 ,接收 器 进行 了 抑制 ,因为 大 的 输入 可 能 是 由 于 脉冲 噪声 引起 的 , 它 所 包含 
的 信息 量 低 ,模糊 度 高 ,因此 对 它 抑制 有 利于 最 终 判 决 . 

二 、 信 道 均 衡 

在 一 些 通讯 设备 如 电话 ,无线电 装 置 .光纤 通 讯 中 ,信号 通道 上 的 频带 范围 
内 的 频率 响应 常常 不 够 平坦 ,相位 响应 也 可 能 是 非 线 性 的 . 当 数字 信和 号 高 速 通过 
这 些 通道 时 ,由 于 传播 媒介 的 扩散 性 ,常常 会 产生 所 谓 的 “符号 间 干 涉 ” 现 象 , 降 
低 传输 的 准确 性 . 

如 果 在 通讯 时 首先 对 输入 信号 滤波 ,具体 地 说 ,就 是 建立 一 个 自 适应 滤 彼 
器 , 它 本 身 是 通道 的 逆 系 统 , 那 么 , 串 起 来 后 就 可 以 补偿 通道 的 幅度 和 相位 的 不 
规则 性 ,提高 传输 准确 率 . 为 了 解决 这 一 问题 ,可 以 引入 由 神经 网 络 构成 的 自 适 
应 均衡 器 . 

自 适应 均衡 器 由 多 个 时 延 环 节 及 其 抽 头 出 来 的 自 适应 线性 组 合 器 件 
(ALC) 组 成 ,加 权 之 和 得 出 反 卷 积 信号 ,量化 成 二 进 制 输出 . 这 样 就 与 传 过 通道 
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的 原始 二 进 制 数据 在 形式 上 一 致 起 来 . ALC 和 量化 器 件 一 起 组 成 了 一 个 Ada- 
line 神经 元 .本 网 络 的 权重 可 以 用 任何 形式 的 最 小 二 乘 类 算法 来 调节 ,其 中 
LMS 算法 是 最 著名 的 一 种 ,目前 几乎 所 有 的 长 途 通讯 中 都 采用 了 这 种 算法 . 在 
均衡 器 中 具体 实现 这 种 算法 是 由 AT&T 实验 室 的 Lucky 发 明 的 ,这 种 方法 被 
称 为 “面向 决策 的 学 习 ”. 如 果 没 有 均衡 器 ,那么 通道 二 进 制 量化 输出 所 产生 的 数 
据 流 的 传输 误差 小 于 10 ,因此 ,可 以 把 它 作为 期 望 响应 来 训练 神经 元 . 在 训练 
的 开始 阶段 ,由 于 期 望 响应 中 的 噪声 作用 ,有 时 可 能 会 使 得 适应 过 程 朝 着 错误 的 
方向 进行 ,但 这 只 是 零星 现象 ,就 平均 趋势 来 讲 ,适应 过 程 是 正确 进行 的 . 当 神 经 
元 学 到 一 定 程度 后 ,期 望 响应 中 的 噪声 也 就 消除 了 . 这 个 自 适应 均衡 器 收敛 后 ， 
这 种 出 错 率 一 般 不 超过 10“. 这 就 保证 了 在 同样 的 可 靠 性 条 件 下 ,采用 自 适应 
均衡 器 能 够 以 高 于 没有 均衡 器 的 4 倍速 度 传输 数据 . 

在 长 途 电话 网 中 ,还 有 一 个 需要 解决 的 问题 是 回 波 现象 . 产生 这 种 现象 的 原 
因 是 在 线路 的 两 个 方向 上 都 有 放大 作用 ,而 且 线 路 各 端的 传 话 机 和 接收 机 是 串 
联 耦 合 的 . 为 了 解决 这 个 问题 ,一 开始 是 在 会 议 广播 系统 单 通道 通讯 中 采用 了 回 
波 抑制 器 ,隔断 了 反馈 作用 . 为 了 使 声音 和 数据 能 够 同时 双 通 道 传送 ,目前 已 广 
泛 采 用 自 适应 回 波 抵消 器 . 

在 解决 了 上 述 两 个 技术 问题 后 ,目前 国际 上 的 长 途 通讯 中 正在 发 展 和 应 用 
集成 服务 数字 网 络 . 这 种 网 络 在 每 个 终端 都 使 用 了 自 适应 均衡 器 和 自 适应 回 波 
抵消 器 , 从 而 可 以 在 普通 的 铜 质 电 话 线路 上 进行 高 速 通讯 . 


第 三 节 人 工 神经 网 络 在 自动 控制 中 的 应 用 


一 、 神 经 网 络 模型 参考 自 适应 控制 


控制 的 基本 目的 就 是 对 一 给 定 的 物理 过 程 提供 合适 的 输入 ,使 该 过 程 产生 所 
期 望 的 输出 . 这 个 物理 过 程 称 之 为 对 象 ,而 构成 合适 对 象 输入 的 装置 称 为 控制 器 . 
图 5. 3. 6 是 一 般 控制 系统 方 框图 . 从 图 5. 3. 6 中 看 出 ,前 馈 控制 器 直接 根据 期 望 输 
出 产生 信号 ,而 反馈 控制 器 根据 期 望 输出 与 实际 对 象 之 差 来 产生 控制 信号 . 


设 定 值 


图 5.3.6 一 般 控制 系统 框图 
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控制 系统 的 稳定 性 是 最 基本 的 要 求 ,因此 ,反馈 是 控制 的 内 核 . 在 控制 对 象 
与 环境 愈 来 愈 复杂 的 情况 下 ,我 们 希望 控制 器 能 够 根据 对 象 行为 的 观测 量 , 自 适 
应 地 控制 对 象 至 期 望 要 求 . 神经 网 络 自 适应 控制 器 在 这 方面 显示 了 独特 的 优势 . 
它 通过 不 断 地 学 习 , 获 取 对 象 的 知识 并 适应 过 程 的 变化 . 神经 控制 器 的 设计 也 像 
传统 的 控制 器 一 样 有 两 种 方式 :一 是 通过 系统 辨识 获取 对 象 的 数学 模型 ,再 根据 
一 定 的 设计 指标 即 控制 要 求 设计 ; 另 一 条 途径 是 根据 对 象 的 输出 误差 调节 控制 
器 内 部 参数 以 直接 达到 控制 的 目的 . 在 控制 理论 中 ,这 两 种 思想 分 别称 为 间接 控 
制 和 直接 控制 . 神经 网 络 控制 中 ,分 别 对 应 于 泛 化 学 习 与 特定 学 习 . 

泛 化 学 习 实 际 上 就 是 利用 对 象 的 输入 输出 数据 学 习 对 象 的 逆 系 统 或 预报 模 
型 . 在 训练 阶段 随意 地 产生 控制 器 的 输出 信号 ,提供 给 对 象 ,由 此 信号 及 对 象 的 
真实 输出 来 训练 控制 器 ,最 终 使 得 控制 器 能 产生 正确 的 控制 信号 ,使 对 象 的 输出 
尽 可 能 地 接近 期 望 的 轨迹 . 由 于 对 象 是 动态 的 因果 系统 ,要 想 神经 控制 器 完全 等 
同 于 它 的 逆 系 统 是 困难 的 . 这 种 控制 器 的 训练 与 控制 阶段 显然 是 分 开 的 ,训练 阶 
段 不 能 保证 对 象 的 输出 不 超过 正常 的 工作 范围 ,另外 ,由 于 它 的 立论 是 假设 对 象 
的 动态 性 质 固定 不 变 , 因 此 , 它 还 不 是 自 适应 的 . 

特定 学 习 与 此 不 同 , 它 将 控制 器 的 设计 直接 与 控制 精度 挂钩 ,利用 对 象 的 真 
实 输出 与 期 望 输出 之 差 来 调整 神经 网 络 控制 器 的 权重 . 这 是 一 个 边 控制 边 学 习 
的 过 程 , 因 此 ,具有 适应 对 象 与 环境 变化 的 能 力 . 

为 了 使 泛 化 学 习 具 有 自 适应 能 力 ,可 将 模型 参考 自 适 应 控制 (MRAC) 与 之 
结合 ,由 此 构成 所 谓 神经 网 络 MRAC 控制 (图 5. 3. 7). 图 5. 3.7 中 ,TDL 表示 将 
当前 时 刻 信号 进行 若干 步 延 时 . 神经 网 络 N' 是 对 非 线 性 对 象 的 辨识 ,其 目的 是 


图 5.3.7 神经 网 络 MRAC 控制 框图 
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利用 当前 及 以 前 时 刻 对 象 的 输入 输出 数据 来 预报 下 一 步 对 象 的 输出 应 该 是 什 
么 ,预报 准确 程度 用 e(k 十 1) = y*(k 十 1) 一 ?CR 十 1) 来 衡量 . 由 于 预报 模型 精 
确 度 不 够 及 反馈 可 能 引入 的 系统 失 稳 , 还 要 在 控制 过 程 中 依 训练 准则 J 进一步 
辨识 


Ti 
J= DeGte) i. 
Gd 


作为 控制 器 参数 的 设计 ,是 在 假设 这 个 辨识 的 模型 精确 地 描述 了 对 象 
的 特征 的 情况 下 进行 的 ,这 就 是 间接 控制 这 一 词 的 来 历 . 

MRAC 的 任务 是 确定 控制 信号 {u(k)) ,使 得 相同 参考 输入 下 对 象 的 输出 
y(k) 与 参考 模型 的 输出 y"(k)( 即 期 望 输出 y, Ck) ) 的 差 不 超过 给 定 的 误差 范围 . 
用 公式 表示 为 

lim | y(8)—y"(k)) <e, 


其 中 ,e 是 一 个 给 定 的 小 正 数 . 
引 人 神 经 网 络 后 ,如 果 闪 识 的 模型 中 控制 w(k) 是 显 式 的 非 线 性 映射 , 即 


u(k) 可 显 式 地 表示 成 y?(k 十 1)，yCk)，*…*，y(k 一 2), ulk 一 1),， ,uC(k—n), 
则 可 直接 将 辨识 模型 构成 控制 器 . 如果 w(A) 与 y? Ck 十 1)，yCk)，…，y(k 一 n)， 
u《 一 1)，…， uk 一 n) 不 能 方便 地 表达 出 来 ,还 应 该 再 引 人 一 个 神经 网 络 Ne 


进行 训练 ,直至 上 述 关系 完全 明了 . 控制 网 络 Ne 的 训练 应 根据 控制 效果 进行 ， 
训练 数据 为 


本 
六 = Delth) 1 2， (D) 


即 网 络 参数 经 过 并 步 后 调整 一 次 . T 和 T' 的 选择 对 于 整个 方案 很 重要 . 根据 
传统 的 自 适 应 控制 理论 和 经 验 , 取 下 > 下, , 即 控制 作用 频繁 些 , 而 相对 地 辨识 
则 “以 静 制 动 ”, 更 能 把 握 对 象 的 规律 . 如 果 T 和 T 都 取 较 大 的 值 , 则 可 能 因为 
对 对 象 的 “不 闻 不 问 ” 而 失去 对 对 象 的 控制 ,输出 误差 最 终 发 散 . 

例 设 被 控 系 统 的 真实 模型 为 


3(R 十 1) = f(y(k), yk—1))+g(u(k)), 


其 中 
DD) = YOYk— Dy(k) +2.5) 
I+ + 1 


fy(k), ylk 
参考 模型 为 
y"(k+1) = 0.6y"(k) +0.2y"(k—1)+r(k), 


其 中 ,r(&) 是 参考 输入 信号 . 
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当 &(x(t)) = wu(k) 时 ,选用 2X20X10X1l 结 构 的 网 络 Nt。) 辨 识 F0。)， 
辨识 模型 为 
PRI) = NGOyCk), yk—1))+ulk). 


为 了 保证 系统 是 输入 输出 有 界 的 ,辨识 用 输入 信号 选取 为 (一 2, 2) 内 均匀 
分 布 的 白 噪 声 序列 . 
车 采用 如 下 控制 规律 


ulk) =— N(y(k), y(k—1))+0.6y(k)+0.2y(k—1)+r(k), 


则 控制 误差 
e(k+1) = 0.6e(k) 十 0.2c (k— 1). 


显然 系统 是 渐 近 稳定 的 , 故 lim er(h) = 0. 


当 g(x(A)) 一 ww(k), 而 且 函 数 f(。) 和 g(。) 对 设计 都 未 知 时 ,问题 要 复 
杂 些 . 辨识 模型 取 为 


(十 1) = NCyCk), yk—1)) + Ne (uk)), 
控制 规律 为 
ul(k) 一 一 有 {— NCyCk), yk—1))+0.6yCk) + rk)}. 


设 N/ 的 结构 是 2X20X10X1, Ns 的 结构 是 1 X 20 X 10 X 1, 都 已 经 训练 
出 来 了 ,但 因 N* 复杂 ,不 能 直接 写 出 g-:. 现 取 u(k) 为 (一 4, 4) 内 均匀 分 布 的 
白 噪声 ,以 使 得 和 Ns 在 广泛 的 非 线性 范围 内 作用 . 训练 神经 网 络 控制 器 N* ,使 
得 NeCNe(r)) 一 ~, 从 而 


ulk) = Ne{— N/CyCk), yCk—1)) + 0.6yCk) +r(k))}. 
参考 输入 可 取 
r(D = sin(2x 去 )+sin(2* 雷 ). 
网 络 的 训练 可 以 采用 通常 的 BP 算法 ,也 可 以 采用 动态 BP 算法. 


在 非 线性 自 适应 控制 中 ,一 个 未 解决 的 难题 就 是 当 控制 系统 的 逆 系 统 不 存 
在 时 的 处 理 问题 . 以 一 阶 系统 为 例 , 设 


yk+1) =,f (yk)) + gCuk)), 
如 果 g(w) 为 某 一 值 时 ,同时 有 多 个 自 变量 “存在 ,那么 g-! 是 不 存在 的 . 例如 
g(W) = (ut Dulu—1), 


当 w = 一 1,w 二 0 和 w 二 1 时 都 有 g(xw) = 0, 那么 当 g(w) = 0 时 ,wu 的 取 值 到 
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底 是 上 述 3 种 中 的 哪 一 个 呢 ? 若 采用 动态 BP 算法 ,难题 有 望 得 到 解决 . 

首先 ,我 们 假设 能 够 获取 足够 精确 的 网 络 N'(y(&)) 和 Ne (x(&)), 使 得 模型 
3 十 1) 二 NG) 十 Ns 《ulk)) 以 足够 的 精度 逼近 对 象 模型 . 使 用 多 层 网 络 控 
制 器 N 产生 控制 信号 , 它 的 训练 不 是 根据 它 与 逆 系统 的 逼近 程度 ,而 是 直接 根据 
辨识 模型 的 输出 y() (注意 不 是 对 象 的 输出 ) 与 参考 模型 的 输出 y"(k) 之 差 8 (k) 
二 3(k) 一 y"(). 控制 网 络 的 训练 准则 是 式 (1). 这 种 控制 结构 见 图 5. 3. 8. 


r(k) 


图 5.3.8 不 可 逆 系 统 MRAC 控制 器 结构 


如 果 g(w) 的 逆 本 来 就 存在 ,这 种 方法 与 前 面 的 逆 系 统 方法 同样 能 达到 控制 
要 求 . 当 逆 系 统 不 存在 时 ,就 须 采用 动态 BP 算法 . 


例如 ,系统 模型 
(ls 区 
2 二 D = TG + + Du ud) 一 D， 
参考 模型 
y"(k+1) = 0.6y"(k) +r(k), 
参考 输入 


rh) = a(sin (2 才 )+ sin(2x 各 )). 

可 取 a = 0.25, Ne 的 结构 是 2X20X10X1, 玉 =1， 7= 0.001， 训练 100 000 
步 后 模型 输出 y"(&) 与 网 络 输出 y(k) 达 到 一 致 . 若 a 的 取 值 增 大 , 则 系统 的 非 线 
性 作用 范围 更 大 ,应 增加 训练 时 间 . 

以 上 研究 表明 ,神经 网 络 间接 自 适 应 控制 器 的 设计 是 成 功 的 . 训练 时 间 长 是 
BP 算法 时 固有 的 缺点 ,实际 应 用 中 ,可 以 用 一 定 长 度 的 样本 反复 训练 ,以 减少 在 
线 训练 时 间 . 
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二 、 神 经 网 络 自 校正 控制 


前 面 讲 了 神经 网 络 的 模型 参考 自 适 应 控制 ,仿真 表明 它们 在 处 理 非 线性 系 
统 的 模型 不 确定 性 等 方面 有 显著 优点 . 我 们 知道 ,在 自 适应 控制 中 ,还 有 一 类 重 
要 的 方法 就 是 自 校正 控制 (STC), 下 面 就 看 看 如 何 将 STC 与 神经 网 络 结合 
起 来 . 

考虑 如 下 一 类 可 反馈 线性 化 的 单 输入 单 输出 系统 


3(k 十 1) = fy ykR—m) + gC yk), ,yk—n), ulk—1), *, ulk—n))u(k) 
其 中 , {ulk)} 和 {y(k)} 分 别 是 系统 的 输入 、 输 出 ,f(，) 和 g(。) 是 非 线性 函数 ， 
假定 非 线性 函数 g(，) 的 逆 存 在 , 即 它 在 感 兴趣 的 范围 内 不 为 零 . 


如 果 函 数 F(。) 和 &(。) 是 非 线性 函数 ,那么 ,可 轻易 地 采用 下 面 的 控制 ， 
使 得 输出 达到 我 们 所 期 望 的 轨迹 ye (十 1)， 即 采用 


fyk), ,ykR—n), ulk—1), , ulk—n)) + yk+1) 
BYyCk), °° ykR—n), ulk—1), », ulk—n)) 人 


当 f(，) 和 g(，) 未 知 时 ,可 以 采用 两 个 神经 网 络 ,通过 学 习 来 逼近 . 各 网 
络 的 输入 输出 神经 元 是 线性 的 ,而 隐 含 层 神经 元 特性 是 S 形 曲线 . 通 近 f(。) 的 
神经 网 络 权重 w/ ,其 第 一 层 权重 记 为 wf ,第 二 层 权 重 记 为 vf, i 二 0, 1, 2,…， 
q/，q/ 为 隐 含 神经 元 个 数 ;逼近 g(，。) 的 神经 网 络 权重 wr ,其 第 一 层 权重 记 为 
wf ,第 二 层 权 重 记 为 ,i = 0, 1, 2,…，, gqg/. 

为 简单 起 见 , 考 虑 如 下 一 阶 系 统 


yk+1) = f(y(k)) + gCy CkR)) uk). 
当 引 人 神经 网 络 后 ,f(y(k)) 用 f(yCk) ,ww (k)) 代 替 . 系统 的 输出 预报 值 应 为 
JR+1) = flyCk), wk)) + ECyE), wilk)) ulk). 
为 使 系统 的 输出 接近 期 望 的 输出 , 取 
Jk 二 +1) = (十 1)， 
这 时 ,加 入 对 象 的 控制 信号 采用 


_ yak Do fk), wk)) 
有 COyCD wrk)) 4 


在 这 样 的 输入 下 , 记 期 望 输出 ya《k 十 1) 与 对 象 真实 输出 之 差 为 
e(k+1) = y(k+1)— yalk+1). 


如 果 台 近 j(。) 和 g(*) 的 两 个 神经 网 络 完 全 精确 地 描述 了 f(*) 和 
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ulk) 一 


ul(k) 


&g(，), 那 么 ,在 没有 系统 噪声 干扰 的 情况 下 ,输出 误差 et 十 1) 应 伍 为 零 . 因 
此 ,可 采用 


J 一 2 十 1) 
作为 训练 两 个 网 络 的 判 据 . 调节 w/ 和 ws ,使 得 J 的 值 减 小 . 可 以 推导 出 
a gE) ,af(y(k), whA)) + 1) 
Bw (KR) BOy(R), we Ck)) G1w Ck) 
及 
9 gy) ,98(y(k), wr(k)) 
DUR) BOY(k), we Ck)) EI 
其 中 ,了 万 、5 分 别 是 产 对 w/ 的 各 个 标量 权重 及 号 对 ws 的 各 个 标量 权重 求 
9ru/ ”Drus 
偏 导 组 成 的 
> nt ; 一 2 Er 
CD wr (RY A = ow (Ryk)), i=0,1,2,., qf, 
2 和 = Cw Oy AYR), i=0,1,2,., gf, 
而 
BC), wiCk)) . 本 
的 = ow (yk), i=0,1,2,.%, gq, . 
98 i = wR I HR YA, i=0,1, 2, ,gs 


其 中 ,ol(，。 ) 是 隐 含 神经 元 特性 ,为 S 形 曲线 . 
上 面 只 是 针对 一 阶 系统 这 种 简单 情形 作 了 初步 的 分 析 , 这 种 方法 可 以 进 一 
步 推广 到 更 广泛 的 系统 中 去 ,原理 与 上 面 的 方法 是 大 致 一 样 的 . 


三 、 神 经 网 络 自 适 应 控制 


在 自 适应 控制 理论 的 发 展 历史 上 共 走 了 两 条 路 ,一 条 是 间接 自 适应 控制 器 
的 设计 ,一 条 是 直接 自 适 应 控制 器 的 设计 . 对 于 第 一 条 路 ,就 线性 系统 来 讲 ,在 过 
去 的 20 年 内 已 取得 了 很 大 的 进步 ,而 第 二 条 路 却 没有 走 通 . 

何谓 直接 自 适 应 控制 呢 ? 直接 自 适应 控制 就 是 直接 依据 对 象 的 知识 来 调整 
控制 器 的 内 部 参数 ,以 使 得 对 象 的 输出 误差 尽量 小 , 它 与 间接 自 适应 控制 不 同 之 


处 就 在 于 不 需要 预先 或 同时 辨识 对 象 的 模型 . 引入 神经 网 络 后 ,我 们 可 以 进行 这 … 
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5. 3. 9 是 神经 网 络 直接 自 适应 控制 器 框图 . 


、 图 5.3,9 神经 网 络 直接 自 适应 控制 器 框图 


图 5. 3. 9(a) 是 基于 MRAC 的 ,图 5. 3. 9(b) 则 是 以 STC 为 基础 的 . 神经 网 
络 可 以 是 多 层 前 传 网 络 ,也 可 以 是 小 脑 模型 关节 控制 器 (CMAC) 神 经 网 络 模型 
等 其 他 网 络 . 这 里 仅 考虑 图 5. 3. 9(b) ,采用 多 层 前 传 网 络 和 BP 算法 训练 . 

非 线 性 控制 系统 的 描述 为 


3(R 十 1) = f(y(k), ulk)). 


如 果 人 允许 自由 增加 >(A) 的 维 数 , 上 述 表达 式 总 是 成 立 的 . 
作为 控制 器 的 神经 网 络 , 它 的 训练 准则 应 取 为 


太一 | uk) — ualk) | >， 


J: = > udk) — uk) 1?， 


t=1 


其 中 ,uCk) 为 神经 网 络 控 制 器 的 输出 量 , 亦 即 对 象 的 控制 输入 ,对 应 的 对 象 输出 
为 y(k) ,us(k) 是 当期 望 的 对 象 输出 为 ya(k) 时 ,神经 网 络 应 提供 的 控制 量 . 

作为 对 控制 的 要 求 ,希望 对 象 的 输出 达到 给 定 的 轨迹 ys(&). 怎样 才能 知道 
这 时 对 象 应 具有 的 输入 wu(e) 的 值 呢 ? 在 对 象 未 知 的 情况 下 做 不 到 这 一 点 . 而 
xu(A) 又 是 控制 用 神经 网 络 训练 必须 的 ,需要 避 开 这 个 矛盾 . 

我 们 可 以 把 神经 网 络 控制 器 与 对 象 看 作 一 个 整体 , 即 一 个 具有 更 多 层 数 的 
神经 网 络 . 网 络 的 最 后 一 层 (或 几 层 ) 是 固定 的 ,用 它 来 描述 对 象 ,当然 也 是 未 知 
的 . 这 个 整体 神经 网 络 的 训练 准则 改 为 以 输出 误差 为 基准 , 即 取 
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J= ‖y(RE 十 1) 一 ya(E 十 1) := 上 ce(G 十 1) 1 有. 


现在 的 目的 很 明确 ,选取 当前 控制 量 x(&) ,使 下 一 步 (或 多 步 ) 的 输出 误差 
尽 可 能 小 .上 式 中 Q 是 对 y(k 十 1) 一 yalk 十 1) = er(k 十 1) 的 各 分 量 的 加 权 矩 
阵 ,为 对 称 正定 阵 ,为 简单 起 见 , 取 为 时 间 A 的 常数 阵 . 

设 神经 网 络 控制 器 某 个 可 修改 的 参数 0E @, @ 为 参数 空间 ,0 为 标量 ,根据 
梯度 法 调整 各 个 9 的 值 . 


为 了 计算 双 j , 当 0) 是 网 络 最 后 一 层 权重 时 ,采用 如 下 规则 


SE 9J .9u(k) 
30(R) ”59 " 30(k)" 


而 对 应 于 的 梯度 TCx5 的 值 为 


六 全 


CN 9 ly 
5 一 TD uh) ~ Ae k+l) Qe ra) 


在 上 述 计算 中 ,包含 了 对 象 的 Jacobi 矩阵 2 给 二 也 ， 而 对 于 未 知 的 对 象 来 
说 , 它 是 未 知 的 .但 是 ,如 果 通过 先 验 知识 能 确定 出 w(h) 各 分 量 加 入 后 > 十 1) 
的 各 分 量 的 变化 趋势 , 即 能 对 uk) 影响 y(k 十 1) 的 方向 有 所 了 解 ,那么 就 有 办 
法 避 开 这 个 问题. 记 u(&) 各 分 量 对 y(& 十 1) 各 分 量 影响 的 符号 组 成 的 矩阵 为 
ayCR 十 1) 、 » 
sen( 小 记 


3 k ay(k+ 1 
Fr = 2 k++ DQ en (ray TS ): 


如 果 网 络 收敛 ,只 要 y《k 十 1) 隆 ya(k 十 1)，, 就 有 je 3 天 0， 
对 于 网 络 的 最 后 一 层 , 9 = wi ， 即 参数 9 为 最 后 一 层 的 权重 , 则 


Ow (k) 1 
BG) = (CR))y (Ek), 


其 中 ,w(k) 为 向 量 w(k) 的 第 j 个 分 量 , 即 神经 网 络 最 后 一 层 各 输出 节点 的 输出 
值 ; ym (k) 为 第 LL 一 1 层 隐 含 节点 的 输出 值 ;co(。 ) 是 隐 含 神经 元 特性 ,为 S 形 
曲线 . 
根据 以 上 分 析 知 ,网 络 最 后 一 层 的 权重 修改 
wh (k++1) = wh (k) — nr (Rk) yr (k), 
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其 中 中 (有 = 2 Cw (0)) (ek+ DQ sen (st >). 


对 于 其 他 各 层 的 权重 调整 , 仍 按 标准 的 BP 算法 进行 . 

由 上 面 方法 得 出 一 种 新 的 自 适应 控制 ,有 如 下 两 个 显著 特点 :第 一 ,没有 特 
定 的 学 习 阶段 , 即 没有 依赖 于 被 控 系统 的 数学 模型 的 辨识 ,而 用 了 少量 定性 的 先 
验 知识 ,控制 器 是 直接 根据 控制 效果 设计 的 ;第 二 ,控制 器 的 参数 调整 是 一 个 依 
时 间 关 系 的 自 适应 过 程 . 因此 ,这 种 控制 器 属于 直接 自 适 应 控制 器 . 

值得 一 提 的 是 ,已 有 的 仿真 实验 表明 ,即使 Jacobi 矩阵 真 的 是 已 知 的 ,并 不 
需要 用 符号 代替 ,用 算法 训练 时 在 收敛 速度 上 也 并 无 明显 的 优越 之 处 . 
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第 六 篇 小 波 变换 


小 波 变换 是 数学 发 展 史上 的 重要 成 果 , 它 无 论 对 数学 还 是 对 工程 应 用 都 产 
生 了 深远 的 影响 ,小 波 变换 已 经 广泛 应 用 于 理论 数学 、 应 用 数学 、 信 号 处 理 , 语 音 
识别 与 合成 .自动 控 制 .图 像 处 理 与 分 析 等 领域 . 从 原则 上 讲 , 凡 传统 使 用 Fou- 
rier 变换 的 地 方 , 都 可 用 小 波 变换 来 代 蔡 , 小 波 变换 在 时 域 频 域 同时 具有 良好 的 
局 部 化 特性 ,而 且 由 于 对 高 频 采取 逐渐 精细 的 时 域 或 空域 步 长 ,从 而 可 以 聚焦 到 
分 析 对 象 的 任意 细节 ,对 传统 的 Fourier 变换 提出 了 挑战 . 

本 篇 详细 论述 了 小 波 变换 的 原理 和 基本 方法 ,阐述 其 在 信号 检测 .语音 信和 号 
处 理 等 领域 的 应 用 . 


第 一 章 ”Fourier 变换 


本 章 介绍 了 在 Fourier 级 数 中 周期 函数 可 由 离散 频率 为 nAw 的 谐 波 来 表 
现 , 接 下 来 介绍 了 非 周 期 函数 可 由 谐 波 来 表现 的 连续 Fourier 变换 ,而 为 了 用 计 
算 机 作 频 谱 分 析 , 需 要 把 信号 离散 量 和 频谱 函数 离散 量 作为 Fourier 变换 对 , 建 
立 对 离散 量 的 相应 算法 ,这 就 是 第 三 节 介 绍 的 离散 Fourier 变换 ,在 本 章 的 最 后 
一 节 介绍 了 具有 时 一 频 局 部 化 功能 的 窗口 Fourier 变换 . 


第 一 节 ”Fourier 级 数 


一 、Fourier 级 数 


众所周知 ,以 了 为 周期 的 任意 连续 信号 f(z) = f(t 十 T) 可 被 视 为 某 种 复杂 
的 波 , 物 理 实验 表明 , 它 可 由 形 如 A,sin(nz 十 9) 的 若干 谐 波 倒 加 而 成 , 换 句 话 
说 ,周期 性 的 模拟 信号 f(z) 可 分 解 为 不 同 频率 、 振 幅 和 相位 的 谐 波 信号 . 因此 ， 
CD 可 表示 为 如 下 形式 
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f(D = 24。sinCaz 十 0) 


pr 


= >) A,sin bcos nt + Ascos Osin nt) 


= Fos nt bsinnt), 
其 中 , A,sin(nt 十 9) 表示 n 次 谐 波 ,其 振幅 是 A, n 表示 频率 ,9 表示 相位 . 经 过 
积分 以 及 变量 代 换 后 ,可 得 到 连续 的 周期 函数 f(t) = f(t 十 T) 的 Fourier 级 数 
形式 
f(t)= 呈 十 > (ascos nAwt + b,sinnAwt), 


T12 
| flt)cosnAwidisn = 0, 1, 
-Ta 


T (1) 
=21 psi dn 2 
b= 国有 tsinnAwtdt,n 一 1，2， 
Aw = 2r/T. 
对 式 (1) 作 简单 形变 , f(z) 的 Fourier 级 数 还 可 表现 为 男 一 种 形式 , 即 
f(0) = DAssin(nAwt + 0,), (2) 
Er 


其 中 , A, =Va' 十 外 和 b。 = arctan(b,/a,) 分 别 表示 了 频率 为 mAw/(2r) 的 谐 波 
振幅 和 相位 . 

式 (1) 与 式 (2) 表 明 , 周 期 为 了 的 函数 确实 可 分 解 为 若干 谐 波 之 和 ,但 这 些 
谐 波 的 频率 是 离散 出 现 的 ,不 是 连续 出 现 的 ,并 且 频 率 是 基 频 Aw 的 整数 倍 . 


二 、 可 用 Fourier 级 数 表 示 的 函数 


函数 (模拟 信号 ) 可 能 有 间断 ,这 类 函数 可 以 展开 为 Fourier 级 数 吗 ? 

定理 设 /D) 是 以 了 为 周期 的 实 函 数 , 且 在 [一 T/2，T/2] 上 连续 或 仅 有 
有 限 个 第 一 类 间断 点 ,允许 有 限 个 极 值 点 而 不 允许 无 穷 振 荡 , 则 在 jz) 的 连续 点 
处 ,fl 四 可 由 式 (1) 表 示 ; 在 f(z) 的 间断 点 处 , f(z) = 二 [f(t 一 0) 十 f(t 十 0)]/2, 即 
取 左 、 右 端 值 的 中 间 值 . 

车 仅 在 [一 T/2, T/2] 上 有 一 段 信号 f(z) ,可 从 两 个 方面 理解 它 的 Fourier 
级 数 .一 方面 是 关于 f(t) 表 现 为 级 数 的 ,可 理解 1(t) 作 周期 延 拓 成 周期 为 的 
函数 ,由 定理 知 ,f(z) 可 表示 为 Fourier 级 数 ; 另 一 方面 是 关于 Fourier 级 数 表 现 
实际 信号 f(z) 的 ,虽然 级 数 在 R 上 都 有 表现 ,但 在 [一 T/2，TV2] 区 段 上 才 是 表 
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现 真实 信号 的 . 另外 ,虽然 在 间断 点 处 出 现 中 间 值 ,实际 信号 并 无 此 表现 ,但 这 不 
会 影响 对 原 信号 的 讨论 . 

对 一 段 信号 f(z), t € [0, T/2] 延 拓 成 周期 为 T 的 函数 ,可 作 奇 延 拓 ,也 
可 作 偶 延 拓 . 若 作 奇 延 拓 , 则 jz) 是 周期 为 工 的 函数 ,在 [一 T/2，T/2] 上 是 奇 函 
数 , 它 的 Fourier 级 数 中 仅 含 sin mAwt 项 ; 若 作 偶 延 拓 ,CD 在 [一 T/2，T/2] 上 
是 偶 函 数 , 它 的 Fourier 级 数 中 仅 含 cos nAwt 项 . 


三 、Fourier 级 数 的 复 指数 形式 
利用 复 变 函数 的 基本 知识 ,将 


cosnAwt = 到 Ce ys 


sinnAwt 一 六 (一 er) 


代入 式 (1) ,就 有 


Ea 
ff) = 2 Cueren ， 
ny (3) 


C= #| f(Demudt, nEZ 
"TI VS 


式 (1) 和 式 (2) 叫 做 Fourier 级 数 的 三 角形 式 , 式 (3) 叫 做 其 复 指数 形式 ,这 两 种 
形式 之 间 的 关系 可 由 下 面 的 关系 式 体现 : 


Co=ao, 
1C, 1=1C, |= VTE on n= 1 2, 
arg C, 一 一 arg C-。 = 0,. 


因此 ,C, 作为 一 个 复数 ,其 模 与 辐 角 正好 反映 了 函数 (模拟 信号 ) F(z) 中 频率 为 
nAw 的 谐 波 的 振幅 与 相位 . 同样 称 C, 为 周期 函数 f(2) 的 离散 频谱 , | C, | 为 离散 
振幅 谱 ,arg C, 为 离散 相位 谱 . Fourier 级 数 这 两 种 表示 形式 的 不 同 之 处 在 于 :其 
三 角形 式 中 仅 用 正 频率 的 谐 波 表现 周期 函数 f(t) ;而 复 指数 形式 中 用 正 频率 和 
负 频 率 的 谐 波 一 起 来 表现 f(?). 


第 二 节 ”连续 Fourier 变换 


前 面 讨论 了 周期 函数 可 由 离散 频率 为 nAw 的 谐 波 来 表现 . 一 个 非 周 期 函数 
f(z) 能 否 由 谐 波 来 表现 呢 ? 
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一 、Fourier 积分 公式 


将 非 周 期 函数 f(z) 看 作 周期 函数 fr(t) 当 周期 T~ 十 co 时 转化 的 结果 ,于 
是 ,由 本 章 第 一 节 中 式 (3) 有 


ee 
, ; Df 
10 = Bo fr0 = im 2 [Hf Nar]e" 


-im rear)em ]oo 


ge [rear]era. 


在 以 上 推导 中 用 到 了 本 章 第 一 节 式 (1) 中 的 关系 Aw = 2x/T, 还 用 到 了 关 
于 和 式 极限 的 积分 定义 . 上 式 推导 是 有 条 件 的 , 它 允 许 非 周期 函数 含有 有 限 个 间 
断 点 ,间断 点 两 侧 的 函数 值 是 有 界 的 ,或 即 f(z) 是 有 界 变 差 的 ,对 Yt € (一 co， 
十 co),， 有 
JGt 士 0) < 十 oo. 


上 述 推导 还 要 求 非 周期 函数 /2) 是 绝对 可 积 函数 , 即 要 求 
六 rola<+=. 
这 相当 于 对 误 减 性 提出 了 较 高 的 要 求 . 综 上 所 述 , 记 


F(w) = 站 roerd， (GD) 


Sy 
AD = 去 [Foerdu， (2) 


对 1E (一 co, 十 ceo)， f(t) 的 谐 波 表示 形式 有 如 下 的 Fourier 积分 定理 . 

定理 对 +:€ (一 co, 十 co), 若 Ji) 是 有 界 变 差 且 是 绝对 可 积 函 数 , 则 在 
f(z) 的 连续 点 处 ,其 函数 值 可 用 式 (2) 所 示 的 Fourier 积分 表示 ,在 f(z) 的 间断 点 
处 , f(t) = [f(z 一 0) 十 f(t 十 0)]/2. 


二 、Fourier 变换 


在 上 述 Fourier 积分 中 , 式 (1) 可 看 作 积 分 变换 , 它 将 时 间 : 作为 自 变 量 的 时 
域 函 数 / (1), t € (一 co， 十 cc), 通过 指定 的 积分 运算 ,变换 为 频率 w 作为 自 变 
量 的 频 域 函数 F(wo)，wE (一 co, 十 ce); 式 (2) 是 式 (1) 所 示 变 换 的 逆 变 换 , 它 
将 频 域 函 数 F(w) 通 过 类 似 的 积分 运算 ,变换 为 原来 的 时 域 函 数 1(7z); 由 式 (1) 和 
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式 (2) 所 示 的 f(z) 和 F(w) 是 一 一 对 应 的 变换 对 . 我 们 将 其 定义 如 下 : 

定义 式 (1) 叫 做 Fourier 变换 , 记 为 FT[f(2)] 二 F(w), FCw) 岂 做 f(2) 的 
像 函数 ; 式 (2) 叫 做 Fourier 逆 变 换 , 记 为 FT-[FCo)] = f(z),f() 岂 做 F(w) 
的 像 原 函数 . 

Fourier 变换 和 Fourier 级 数 一 样 具有 明确 的 物理 意义 . 由 式 (1) 和 式 (2) 可 
见 , 非 周期 函数 1(z) 也 是 由 许多 不 同 频 率 的 谐 波 分 量 ew 合 成 的 , 不 同 的 是 ,周期 
函数 的 谐 波 分 量 e” (本 章 第 一 节 式 (3)) 是 离散 分 布 的 , 非 周期 函数 的 谐 波 分 
量 e"' 是 连续 分 布 的 . 因此 ,Fw) 反 映 了 7(z) 中 各 频率 分 量 的 分 布 密度 , FCw) 叫 
做 频谱 密度 函数 (简称 频谱 或 连续 频谱 ), | FCo) | 叫做 振幅 谱 ,arg FCw) 叫 做 相 
位 谱 . 


三 、Fourier 变换 与 Fourier 级 数 的 联系 


Fourier 级 数 是 用 离散 频率 nAw 表现 周期 函数 的 ,Fourier 变换 是 用 连续 频 
率 w 表现 非 周期 函数 的 ,那么 ,在 zAw 处 级 数 和 变换 的 表现 结果 有 没有 差别 呢 ? 

要 作 比 较 , 首 先 要 有 可 比 性 ,对 Fourier 级 数 而 言 , 它 不 仅 能 表现 [一 T/2， 
TV/2] 这 个 周期 段 的 频谱 分 析 , 也 能 表现 其 他 周期 段 的 频谱 分 析 ; 对 Fourier 变换 

言 , 它 不 仅 能 表现 周期 函数 的 一 个 周期 段 的 频谱 分 析 , 也 能 表现 非 周期 函数 的 

频谱 分 析 . 因此 ,为 了 可 比 , 选 定 f(z), t € [一 T/2，TV2] 为 函数 段 , 选 定 zAw 作 
为 比较 频率 . 

一 方面 ,可 认为 此 函数 段 是 某 个 周期 函数 的 一 个 周期 段 ,将 其 作 周 期 延 拓 后 
用 复 指数 形式 的 Fourier 级 数 式 ( 本 章 第 一 节 式 (3)) 表 示 , 即 知 关 于 离散 频率 
nAw 的 谐 波 分 量 e “的 振幅 为 
F es f(D em dit. 

另 一 方面 ,可 将 此 函数 段 以 外 部 分 用 零 值 代替 ,将 其 看 作 定 义 在 (一 co， 
十 co) 上 的 非 周期 函数 ,并 使 用 式 (1) 和 式 (2), 即 任意 频率 w 所 对 应 谐 波 分 量 ew 
的 振幅 为 F(w) ,特别 是 对 离散 频率 zAw, 其 谐 波 分 量 的 振幅 为 


C, = 


Flw) | 一 | f Dem dt 
i 
= [Wea rc: 
3 
由 此 可 见 , 就 离散 频率 nAw 可 言 ,这 两 种 分 析 的 结果 仅 相差 一 个 不 变 的 常 


数 ,它们 是 等 价 的 . 
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第 三 节 ”离散 Fourier 变换 和 谱 函 数 的 近似 计算 


一 、 离 散 Fourier 变换 及 其 快速 算法 


为 了 用 计算 机 作 频 谱 分 析 , 需 要 把 信号 离散 量 ( 采 样 值 ) 和 频谱 函数 离散 量 
作为 Fourier 变换 对 ,建立 对 离散 量 的 相应 算法 . 这 就 是 离散 Fourier 变换 . 

设 已 知 某 函 数 段 , 它 可 以 是 周期 函数 的 一 个 周期 ,也 可 以 是 非 周期 函数 的 主 
要 部 分 段 ,表示 为 f(t), + € [一 T/2，T/2]. 用 At 间隔 对 作 等 距 分 划 , 记 
万 = f(jAt)，, 可 获得 函数 段 的 样本 值 { 亡 } 关 -w， 为 了 求 得 离散 值 (Fe} 亿 -w， 按 
Fourier 变换 规则 与 样本 值 对 应 . 其 中 ，F ~ F(RAw)， Aw 为 连续 频率 变量 w 的 
离散 间隔 . 于 是 ,用 数值 积分 的 办 法 来 模拟 Fourier 变换 及 其 逆 变 换 ( 本 章 第 二 
节 式 (1) 和 式 (2)) ,得 


AN 
f= A DY Fiebeatea ， 
3 | GD) 
.A bp FierGanCtaam 
/A 


利用 式 (1) 的 互 逆 性 要 求 , 求 得 
Aw = 1/[(2N+ DAs]. 


总 之 ,相应 于 连续 变量 的 Fourier 变换 对 f(t) ~~F(w) 有 离散 的 Fourier 变 
换 对 (六 wy ~ {i} 这. 

从 表面 上 看 , 按 式 (1) 计 算 并 不 难 ,但 仔细 分 析 可 知 ,要 计算 N 个 点 的 离散 
Fourier 变换 的 工作 量 为 N* 次 复 运算 (一 次 复 运算 是 指 复数 的 一 次 乘法 和 加 
法 ). 在 实际 应 用 中 ,要 处 理 的 信息 量 太 大 ,并 且 要 实时 处 理 ,需要 运用 快速 算法 ， 
即 快速 Fourier 变换 算法 (FFT 算法 ). 它 使 计算 工作 量 降 为 NlogsN, 提 高 工效 
倍数 为 N:/N(log:N) 二 N/logzN. 例如 , 当 N = 10? 时 ,提高 工效 约 100 倍 , 当 
N = 10s 时 提高 工效 约 50 000 倍 . FFT 算法 不 仅 计算 速度 快 ,而 且 计算 精度 高 ， 
计算 过 程 稳定 , 它 已 被 广泛 地 应 用 于 谐 波 分 析 中 . 


二 、 取 样 效应 


虽然 { 亡 六 -ws 和 {FF.} 六 -x 是 离散 Fourier 变换 对 ,但 由 于 截取 函数 的 有 限 
长 度 和 作 等 距离 散 的 原因 ,用 {Ft} 来 表现 FCw) 就 不 可 避免 地 会 产生 误差 . 
一 方面 ,{F} 是 有 限 长 度 的 , 它 所 表现 的 谐 波 的 频率 范围 有 限 ,有 些 高 频 量 
得 不 到 反应 . 
CU + 


事实 上 ,在 取样 频率 1/At 确定 的 情况 下 , 某 频率 * 都 可 表示 为 s = w 十 
m/At, 其 中 ,m 是 整数 ,w 在 {Fi} 所 能 表现 的 频率 范围 内 ,于 是 在 At 间隔 取样 
时 {F} 具 体 表现 的 谐 波 


ea 一 entHmiagia 一 emo 


关于 频率 为 m/At 的 谐 波 分 量 是 表现 不 出 来 的 ,无 论 怎样 加 工 处 理 都 无 法 分 辩 ， 
它们 被 折合 到 比 1/At 更 低 的 频率 | w | 入 1/(2Az) 的 谐 波 中 ,这 就 是 取样 频率 
所 造成 的 频率 混合 效应 . 换 句 话说 ,由 {F} 所 表现 的 谐 波 频 率 范 围 为 

JL 


lu < 区， 


它 与 取样 间隔 At 有 关 . 总 之 ,由 于 取样 间隔 At 不 能 无 限 小 ,于 是 由 {F} 所 表现 
的 频率 辨认 范围 只 能 是 有 限 大 的 , 即 | ws | 入 1/(2At). 这 就 表明 ,在 应 用 中 要 
根据 需要 分 辨 的 频率 范围 来 确定 取样 间隔 At. 

另 一 方面 ,由 {FF} 所 表现 的 频谱 F(w) 被 平滑 . 在 一 定 程度 上 破坏 了 F(w) 的 
精细 结构 . 

事实 上 , 在 用 离散 Fourier 变换 作 谐 波 分 析 时 ,通常 是 截取 有 限 段 
一 T/2 tT/2 来 分 析 f(t) 的 ,这 就 相当 于 待 分 析 的 函数 是 F(D) ,+E (一 co， 


1, 当 |t1<T/2 时 ; 
十 co) 和 rect(t) 一 0, 当 |z |> T/2 时 相 乘 所 得 的 新 函数 
当 
Po f()， 当 |z|l<T/2 时 ; 


0， 当 |z|>> T/2 时 . 


于 是 ， 
FT[f (0)] = Flw) = FT[f(1)] * FTELrect Ct)]. 


显然 ,FF 是 F(w) 被 平滑 后 的 结果 , 它 在 一 定 程度 上 破坏 了 FCw) 的 精细 结构 . 
三 、 谱 的 近似 计算 


要 用 离散 Fourier 变换 近似 计算 谱 函数 ,必须 注意 取样 效应 . 

对 时 域 函 数 ( 模 拟 信 和 号)f(z) 取 有 限 宽度 了 ,应 考虑 到 有 效 区 段 被 截取 ; 取 采 
样 间隔 At, 应 考虑 到 时 域 中 函数 的 精细 变化 被 反映 ,这 样 ,可 获得 时 域 的 一 串 样 
本 值 ( 方 ) 六 -由 取样 效应 分 析 可 知 ,T 和 At 又 决定 了 用 {Fi} 表 现 F(w) 的 有 
效 分 辨 精度 和 有 效 分 辨 范围 ,决定 了 精细 分 辩 程度 Aw = 1/T，At 决定 了 有 
效 的 频率 范围 | w | 二 1/(2At). 换言之 ,在 离散 Fourier 变换 中 ,用 {f;})Y_x 
近似 f(z) ,时 域 分 辨 精度 为 At, 时 域 分 辨 范围 为 一 T/2 之 + 过 T/2, 近似 特点 为 
万 一 f(4;); 相应 的 变换 对 {Fi} 六 -x 是 近似 F(ow) 的 ,有 效 的 频 域 分 辨 精度 为 
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Aw= 1/T, 有 效 的 频率 分 辨 范围 为 | ws | 三 1/(2At), 近似 特点 为 已 过 
Flw). 

据 此 分 析 结果 可 确定 近似 计算 谱 函数 的 办 法 . 

@ 确定 取样 宽度 At, 要 求 | w | 过 1/(2Az) 能 包含 实际 需要 分 析 的 频率 范 
围 ,同时 兼顾 对 f(z) 变 化 的 描述 ; 

@ 确定 取样 范围 T, 或 选 定 足够 大 的 N, 要 求 按 Aw = 1/T 分 隔 的 离散 频率 
wr 处 ,{F} 能 反应 F(w) 的 波动 变化 ; 

@ 用 FFT 算 法 ,由 {fj} 和-n 计算 出 离散 Fourier 变换 对 {Fi} 入 _n. 

在 实际 应 用 中 , 常 需要 计算 函数 f(7) 的 振幅 谱 |F(w) | 和 能 量 密度 函数 
|F(w) 1*. 应 该 看 到 ,利用 {Fi} 计 算 这 些 所 需要 的 离散 近似 值 是 不 难 的 . 


第 四 节 ”窗口 Fourier 变换 


Fourier 分 析 在 信号 分 析 处 理 中 的 突出 贡献 ,在 于 它 将 复杂 的 时 域 信号 转换 
到 频 域 中 ,用 频谱 特性 去 分 析 和 表现 时 域 信号 的 特性 . 但 Fourier 分 析 不 能 分 析 
局 部 时 域 信号 的 局 部 频谱 特性 , 它 没有 时 一 频 局 部 化 功能 . 窗口 Fourier 变换 正 
是 在 时 一 频 局 部 分 析 方面 取得 了 本 质 性 的 进步 . 关于 时 一 频 局 部 化 概念 .度量 方 
法 和 时 频 窗 的 意义 ,对 以 后 关于 小 波 变换 的 学 习 是 非常 重要 的 . 


一 、 短 时 的 时 一 频 分 析 需 要 


Fourier 分 析 能 有 效 地 分 析 平 稳 信号 ,能 通过 频谱 函数 方便 地 指明 平稳 信号 
的 主要 谐 波 成 分 . 然而 ,在 实际 应 用 中 ,我 们 常 需要 分 析 频 域 特性 随时 间 变 化 的 
非 平稳 信号 ,如 音乐 信号 、 语 音信 号、 探 地 信号 等 ,需要 了 解 某 些 局 部 时 域 信号 所 
对 应 的 主要 频率 特性 ,也 需要 了 解 某 些 频 率 的 信息 出 现在 哪些 时 间 段 上 . 具体 地 
说 ,对 于 音乐 模拟 信号 ,我 们 希望 了 解 局 部 时 域 信号 的 频率 特性 ,希望 局 部 地 改 
变 音乐 信号 的 听觉 效果 ;对 于 基 桩 施工 所 采集 的 信和 号 ,我们 希望 知道 什么 局 部 时 
域 信 号 表示 基 桩 顶部 达到 什么 性 质 的 地 层 , 什 么 局 部 时 域 信号 表示 基 相 发 生 断 
裂 现象 ;对 于 电网 运行 所 采集 的 信号 ,我 们 希望 实时 地 进行 监测 分 析 , 快速 判断 
故障 信号 发 生 的 时 间 、 地 点 和 故障 类 型 ,以便 能 作出 即时 反应 并 保证 电网 正常 运 
行 .上 述 情形 都 提出 了 关于 短 时 段 时 域 信号 所 对 应 的 局 部 频 域 特 性 ,即时 一 频 局 
部 化 的 要 求 . 

Fourier 分 析 对 时 一 频 局 部 化 要 求 是 无 能 为 力 的 . 只 要 仔细 观察 分 析 Fou- 
rier 变换 表达 式 


Fw 一 | roedweR 
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即 可 明白 其 中 的 原因 . 一 方面 ,Fourier 变换 要 求 提供 f(z), t € R 的 全 部 信息 ， 
即使 截取 短 时 段 信号 f(z), t € [一 T/2, T/2], 但 F(w) 提 供 的 是 关于 w€ R 
的 全 部 信息 ,而 主要 反映 这 个 短 时 段 时 域 信号 的 那些 局 部 频 域 特 性 却 无 法 知道 . 
另 一 方面 ,时 域 信号 f(z) 的 局 部 改变 会 影响 其 F(w) 的 全 局 改变 ,F(w) 在 某 个 特 
定 的 w" 处 的 表现 不 可 能 通过 局 部 时 域 信号 得 到 , 它 需 要 提供 f(z), t € R 的 全 
部 信息 . 特别 值得 注意 的 是 , FT[6(D)] = 1, FT[6(w)] = 1, 这 清楚 地 表明 :时 
域 中 某 点 的 局 部 变化 会 影响 频 域 全 局 ;同样 , 频 域 中 的 某 点 的 局 部 变化 也 会 影响 
到 全 部 时 域 .因此 ,Fourier 分 析 方法 没有 时 一 频 局 部 化 功能 . 


二 、 窗 口 Fourier 变换 (WFT) 的 基本 思想 


为 克服 Fourier 变换 在 时 一 频 局 部 化 方面 的 不 足 ,D. Gabor 于 1946 年 提出 
了 窗口 Fourier 变换 ( 简 记 为 WFT) 方 法 . 
WEFT 的 数学 形式 为 


(Gf) (w, b) = [fw ewd, GD) 


其 中 , 实 函数 w(z) 为 时 窗 函 数 . 由 于 式 (1) 右 端 形式 是 由 Gabor 提出 的 一 种 积分 
变换 ,此 类 变换 称 为 Gabor 变换 ,变换 结果 是 关于 w 和 4 的 函数 , 故 用 记号 
(Gf) (w， 56) 表示 这 种 变换 . 

WFT( 即 式 (1)) 实 现时 域 和 频 域 局 部 化 的 基本 思想 是 重要 的 . 在 时 域 局 部 
化 方面 , 它 通过 引进 的 时 窗 函 数 w(?) ,使 时 域 信号 f() 在 1 二 5b 附近 被 局 部 化 为 
f(t)wlt 一 6)( 图 6.1.1). 在 频 域 局 部 化 表现 方面 ,要 观察 (Gf/) (w, 65) 的 表现 , 特 
别 是 对 于 某 个 确定 的 w = wy 处 关于 (Gf)(w, 5b) 的 表现 .为 此 ,利用 卷 积 公式 ,有 


(Gf)(w, b) = FT[fC) » wlt—b)] 
= FT[f(2)] x FT[w(t—b)] 
= f(w) * (ww) ) 


= | Fe WE— we de 
= 2xe-wFT[f (8 HE— w)]. (2) 


其 中 , f(w) = FT[f 了 C2)], 史 (w) = L[w(z)] 是 通用 记号 . 由 以 上 两 式 可 清楚 地 
看 出 , 若 包 (ow) 在 w = 7 附近 是 有 局 部 化 作用 的 , 频 域 信息 7w) 就 能 在 w = 附 
近 被 局 部 化 . 总 之 ,粗略 地 看 , WFT 是 在 1 二 5b 附近 的 时 间 窗 中 观察 时 域 信 号 
f(D), 在 w= 7 附近 的 频率 窗 中 观察 频 域 信号 广 w). 显然 ,要 使 WFT 能 用 于 
时 一 频 局 部 化 分 析 ,必须 对 w(t) 和 地 (w) 提 出 合适 的 要 求 . 
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图 6.1.1 时 窗 函 数 ww(z) 的 时 域 局 部 化 表现 


三 、 时 窗 、 频 窗 和 时 一 频 窗 


1. 时 窗 及 其 度量 

时 窗 函 数 起 着 时 域 局 部 化 的 作用 ,f(t)w(t 一 5) 就 表明 了 4t = 5 处 的 局 部 
时 域 信号 . 时 窗 函 数 w(z) 的 开 窗 效果 是 用 时 窗 中 心 :* [w(t)] 和 时 窗 半 径 
A'[w(z)] 来 表示 的 , 若 无 须 指明 窗 函 数 ,可 直接 使 用 记号 +* 和 A,. 时 窗 中 心 可 依 
照 力学 中 关于 重心 的 描述 来 定义 , 即 


t 一 he | wn as]. | ws) 12dt. 
时 窗 半径 可 依照 力学 中 求 矩 量 的 办 法 来 定义 , 即 


ua 
A = (| (Go2)? | we) dd/ | w(t) lzdz| 
R R 


特别 地 , 令 | | uCz) 1?de = 1 ,这 可 以 通过 调整 wt) 的 形状 简单 地 做 到 .此 
时 ,时 窗 函 数 w(1 一 当 一 0 时 的 时 窗 中 心 和 时 窗 半径 定义 描述 为 


人 一 | wd hd, 
(3) 
A, 一 (fee> | w(t) Ea)” 


在 此 定义 下 ,时 窗 函 数 ww(t 一 0)( 其 中 一 0) 的 限时 作用 表现 为 以 二 为 中 心 
的 [一 At 十 A] 范 围 , 时 窗 宽度 为 2A, 
同样 ,在 此 定义 下 ,对 于 时 窗 函 数 ww(t 一 已 (其 中 0 天 0) 的 情形 ,利用 时 窗 中 
心 和 时 窗 半径 的 直观 几何 含义 ,不 难 知 道 
t* [wt—b)] = [wj+b, 
Al[w( 一人] = A[w(b]. 


(4) 
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事实 上 ,数学 推导 也 是 成 立 的 ,利用 式 (3), 有 
t" [w(t—b)]= [Ee | w(t—b) |?dt 
一 | (+ | w(z) |zdz 
=1" [w(t)]+b, 
| A[wd 一 六] =|.c-e +DY | wt—b) ldt 
一 | [z+6— Ce + | wx) [ide 
=| 1 一 关 1 wd) lrdt 
a 


=A[w(t)]. 


2. 频 窗 及 其 度量 

在 WFT 中 ,w(t) 起 着 时 域 局 部 化 的 作用 , 儿 (w) 起 着 频 域 局 部 化 的 作用 ， 
w(1) 是 时 窗 函 数 , 久 (w) 是 频 窗 函 数 . 故 频 窗 函数 的 开 窗 效果 度量 类 似 于 时 窗 效 
果 度 量 ( 见 式 (3)). 

频 窗 中 心 w” 和 频 窗 半径 A. 定义 为 


ap Paul wo) dw, 
和 x 


9) 
A = {oy 1) ao/ an [rdo)™ 
同时 窗 一 样 , 频 窗 平移 7 后 ,有 
w’ [Ww —D]= w+ 
(re =A.. “9 


3. 作为 窗 函 数 的 条 件 

如 果 w() 作 为 时 窗 函 数 , 不 一 定 要 求 它 是 紧 支 的 ( 即 非 零 函 数值 是 有 限 范 
围 的 ), 它 可 以 是 定义 在 R 上 的 实 函 数 ,关键 是 要 满足 式 (3) 中 的 1" 和 A, 是 有 限 
的 , 即 要 求 


| | wD) [dt < 二 co。 


据 R 上 定 积分 存在 判别 法 则 ,要 求 当 |1| 一 十 吕 时 , | 1 [1wDj <11il, 即 


lw I< IY, |il=+%, (7) 
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这 就 是 说 , 当 |z| 一 十 o 时 ,|w(z) | 的 衰减 速度 应 比 1/1t|” 快 ,这 样 的 函数 可 作 
时 窗 函 数 . 

如 果 要 求 疤 (w) 作 频 窗 函数 ,仿照 前 面 的 讨论 ,也 (wo) 应 使 得 w” 和 A 是 有 限 
值 , 也 要 求 

[ww 1|< 1 |o 1 ，| o 1 一 十 ce. (8) 


总 之 ,一 个 函数 w(t) ,要 使 其 作为 时 窗 函 数 ,其 谱 函 数 作为 频 窗 函 数 , 则 w(t) 
和 也 (w) 应 同时 具有 较 强 的 衰减 性 ( 见 式 (7) 和 式 (8)). 

4. 时 一 频 窗 

车 w(t) 和 咏 (w) 能 分 别 起 着 时 窗 和 频 窗 的 作用 ， 
则 可 简称 w(z) 为 窗 函 数 . 它 的 时 域 局 部 化 作用 被 限 
制 在 时 窗 区 间 [(:… 十 人 一 A,(t" 十 六 十 A,] 范围 
内 ; 它 的 频 域 局 部 化 作用 被 局 限 在 频 窗 区 间 [(w” 十 
四 一 A。，(w' 十 十 A 范围 内 .于 是 ,可 构建 时 一 
频 坐 标 系 (图 6. 1. 2) ,用 时 窗 区 间 和 频 窗 区 间 形 成 
一 个 矩形 时 一 频 窗 . 时 一 频 窗 是 窗 函 数 的 时 一 频 局 。 图 6.1.2 WFT 时 窗 示意 图 
部 化 功能 的 几何 直观 的 描述 . 

另外 ,由 式 (4) 和 式 (6) 可 知 ,在 WFT 中 ,在 时 窗 中 心 和 频 窗 中 心 有 移动 的 
情形 下 ,其 时 窗 半径 A, 和 A. 是 不 会 改变 的 . 换 句 话说 ,在 WFT 的 时 一 频 坐标 
系 中 ,任意 的 窗 中 心 (5b, 办 所 在 的 时 频 窗 面积 恒 为 4A,A, 不 变 . 

5. Gauss 窗 函 数 

前 面 已 讨论 了 窗 函 数 所 必须 满足 的 条 件 式 (7) 和 式 (8) , 简 言 之 , 窗 函 数 在 时 
域 和 频 域 中 都 具有 快速 衰减 性 .很 多 函数 都 可 以 作为 窗 函 数 ,例如 矩形 函数 、 山 
形 函 数 .mm 次 样 条 函数 等 . 

这 里 重点 介绍 Gauss 窗 函 数 . 取 用 Gauss 函数 的 变形 形式 


ga(t) = pc ，a>0 
作为 时 窗 函 数 ,g。(z) 是 偶 对 称 且 是 快速 衰减 的 . 可 以 选择 实 常数 a > 0 来 实现 
函数 的 伸缩 ,调整 时 窗 的 宽 窜 ; 也 可 以 选择 实 常 数 5b, 使 g.(1 一 5b) 实现 函数 平 
移 , 调 整 时 窗 的 位 置 . 因为 


(w= 让 ea>0 
仍 是 Gauss 函数 ,也 是 偶 对 称 和 快速 衰减 的 ,所 以 &.(w) 又 可 作 频 窗 函 数 . 


可 方便 地 看 出 ,其 时 窗 中 心 和 频 窗 中 心 为 
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t"[g.(D)]=0, w’[é(w]= 0. 
为 了 计算 时 窗 和 频 窗 半径 ,要 用 到 公式 
he di 一 mn2802， 
eew a 本 Fe. 
只 要 令 & 二 1/(4a), 就 有 


J Lee Ta = (8xa)-, 


V2 
| t[g.(0) d= [ 1 EE 
a 4ra 2 


再 按 式 (5) 算 出 
Al[g.(D)] = Va. 
同 理 , 令 上 = a,t = w, 即 可 算出 
A.[&。(w)] = 1/(2Va)， 

于 是 , 当 采 用 g。(t 一 5) 作 窗 函 数 时 ， 

时 一 频 窗 中 心 为 “0O = (0，7， 

时 一 频 窗 位 置 为 ” [6 一 A,,b 十 A]X[y 一 人 A， 7 十 人 AJ， 

时 一 频 窗 面积 为 ”A = (2A.)(2A.) = 2. 


g(t 一 b) 作为 窗 函数 时 ,相应 的 WFT 在 w 一 上: 相 平 面 中 的 时 一 频 窗 示意 图 
如 图 6. 1. 2 所 示 . 

在 WFT 中 ,用 &.(b 作 窗 函 数 和 其 他 的 zw(i) 作 窗 函 数 一 样 ,无 论 时 一 频 窗 
中 心 (5, 处 于 何 处 ,时 一 频 窗 总 是 形状 相同 且 面 积 相 等 的 . 


、WFT 反 演 公式 
任何 一 种 积分 变换 ,只 有 当 它 具有 反 演 公式 时 , 才 会 有 意义 . 
相应 于 式 (1)WEFT 的 反 演 公式 为 

f(D = | ,eGo, WD Jw — bdwdb, (9) 


其 中 ,函数 f(z) 经 WFT 得 到 (Gf)(w, 0) , 它 是 关于 连续 变量 wE R 和 bE R 的 
函数 , 故 式 (9) 中 会 出 现 对 wE R 和 5b € R 的 积分 . 
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式 (9) 的 证 明 是 不 难 的 . 事实 上 , 先 把 式 (1) 中 的 f(z)w(t 一 6) 看 成 整体 形 
式 , 再 对 (Gf)(w, 65) 作 Fourier 逆 变 换 , 有 


fw = | eG ws bdo, 
2zxJn 


上 式 两 边 同时 乘 以 w(t 一 5)，, 再 对 变量 积分 . 注意 ,对 实 函数 w(t 一 5) 总 可 假定 


[twa = [Ewe —DJdb=1, (10) 
这 样 就 可 以 看 出 式 (9) 的 正确 性 . 
类 似 于 Fourier 变换 的 乘积 定理 和 Parseval 等 式 ,WFT 也 有 相应 的 公式 
| Jecne， 6) [BJC Ddwdb = 2x| f(D gC di, ay 
[| | (GP) Cw, b) ?dwdb = 2x| Lf) J de, (12) 
nl 


其 中 ,f(t)、g(t) 和 w(t) 都 是 实 函 数 . 
下 面 证 明 式 (11). 
先 把 WFT 看 做 某 函 数 的 Fourier 变换 , 即 


(Gf)(w, b) = FT[LFGoDrw(b]， 
于 是 利用 Parseval 等 式 , 有 


| cnpe， 5) (Gg Cu, JJdw 

= FTL wt —D)] FITg() wt —0) dw 
= 2x| [f(Dwr —b)] [gw —6) jdw 

= zz| fg we — DF ae, 


再 将 上 式 对 变量 65 积分 ,并 利用 式 (10) ,立即 可 证 得 式 (11). 
在 式 (11) 中 令 g(z) = (CD)， 即 有 式 (12). 


五 、WFT 的 某 些 局 限 性 


就 时 一 频 局 部 化 而 言 , WFT 在 Fourier 分 析 的 基础 上 取得 了 本 质 的 进步 . 

用 WFT 分 析 信 号 可 在 时 一 频 窗 这 个 局 部 范围 内 观察 ,时 一 频 窗 面积 反映 了 

时 一 频 局 部 化 的 精细 程度 . 是 否 可 以 选择 某 个 窗 函 数 , 能 使 时 一 频 窗 面积 充分 小 
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呢 ? Heissenberg 测 不 准 原理 表明 ,任何 窗 函 数 所 相应 的 时 一 频 窗 面 积 都 有 
A> 2. 这 就 是 说 ,就 时 一 频 窗 面积 而 言 ,Gauss 窗 函 数 g.(i) 已 经 是 最 好 的 结 
果 了 . 

时 一 频 局 部 化 的 精细 程度 还 反映 在 时 一 频 窗 形状 上 . 低频 信号 的 特点 是 ,大 
的 时 间 范围 内 幅 值 变化 慢 , 其 频率 范围 窄 ,于 是 分 析 低频 信号 的 时 一 频 窗 特点 应 
是 时 窗 宽 且 频 窗 罕 ; 高 频 信号 的 特点 是 较 短 的 时 间 范 围 内 幅 值 变化 快 ,其 频率 范 
目 宽 ,于 是 分 析 高 频 信号 的 时 一 频 窗 特点 应 是 时 窗 罕 且 频 窗 宽 . WFT 分 析 信号 
的 时 一 频 窗 形状 有 如 下 特点 :以 Gauss 窗 函数 g.(1 一 5b) 为 例 , 选 定 a, 其 时 一 频 窗 
形状 确定 ;车 f(t)wlt 一 负 ) 和 f(t)w(t 一 如 ) 相同 时 ,被 局 部 化 的 信号 的 频带 
和 频率 中 心 不 变 , 则 不 变形 状 的 时 频 窗 从 b, 处 移 至 b 处 ;车 时 窗 w(t 一 六 ) 不 
变 ,信号 发 生变 化 , 则 fw(t 一 刀 ) 和 了 (w(t 一 b) 的 中 心 频率 将 由 n 处 移 
至 为 处 ,此 时 的 时 一 频 窗 形状 仍然 不 变 ( 图 6. 1. 2) ;为 了 分 析 局 部 低频 信号 ,可 
选择 较 大 的 参数 a, 使 A, 增 大 ,A. 变 窗 ; 为 了 分 析 局 部 高 频 信号 ,可 再 选择 较 小 
的 参数 a, 使 A, 变 窗 ,A。 变 宽 . 总 之 ,虽然 WFT 可 分 析 低频 和 高 频 信和 号 ,但 其 表 
现 显得 呆滞 ; 若 用 确定 a 的 时 一 频 窗 来 分 析 同一 信和 号 的 不 同时 段 , 则 有 时 适合 ， 
有 时 不 适合 ; 若 通过 调整 参数 来 分 析 同 一 信号 的 不 同时 段 , 则 显得 很 麻烦 . 

时 一 频 局 部 化 的 精细 程度 还 表现 于 分 析 高 ,低频 信号 的 自 适应 时 一 频 窗 方 
面 . 在 给 定 的 实际 模拟 信号 中 ,常常 同时 含有 表示 某 种 特定 情况 的 低频 信号 段 和 
表示 另外 特定 情况 的 高 频 信号 段 ,此 时 需要 一 种 自 适应 的 时 一 频 局 部 化 方法 . 也 
就 是 说 ,选择 某 个 窗 函 数 ,希望 其 时 一 频 窗 形状 是 自 适应 变化 的 ,对 低频 信号 ,其 
窗口 形状 自动 变 得 扁平 ,对 高 频 信号 ,其 窗口 形状 自动 变 得 瘦长 . 对 于 这 方面 的 
要 求 ,WFT 是 无 能 为 力 的 . 

在 时 一 频 局 部 分 析 中 往往 还 要 求 将 频 域 分 成 若干 个 细小 频带 ,进一步 分 析 
信号 在 各 个 频带 中 的 表现 ,往往 还 要 实时 地 、 精 细 程 度 更 高 地 、 自 适应 地 分 析 信 
号 .对 于 这 些 要 求 ,WFT 也 是 无 能 为 力 的 . 下 面 介 绍 的 小 波 分 析 方 法 对 满足 这 
些 要 求 做 出 了 突出 的 贡献 . 
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二 章 小 波 变换 


WEFT 在 时 频 分 析 中 ,不 能 根据 高 低频 信号 的 特点 , 自 适应 地 调整 时 一 频 
窗 , 它 在 时 一 频 局 部 化 的 精细 方面 和 灵活 方面 表现 欠 佳 .本 小 节 介绍 的 小 波 变换 
可 以 克服 这 一 缺点 . 针对 自 适应 时 一 频 窗 的 要 求 ,本 小 节 从 积分 变换 出 发 , 先 分 
析 这 种 窗 函 数 应 具备 的 抽象 形式 ,再 分 析 这 类 窗 函 数 应 满足 的 条 件 . 


第 一 节 ” 自 适应 窗 函 数 的 设计 


正如 前 述 所 讨论 的 那样 ,在 实际 的 时 一 频 局 部 分 析 中 ,需要 一 种 自 适应 的 
时 一 频 窗 . 在 分 析 低频 信号 时 , 它 的 时 窗 宽 而 频 窗 罕 ;在 分 析 高 频 信 号 时 , 它 的 时 
窗 窄 而 频 窗 宽 . 什么 形式 的 窗 函 数 才能 适应 这 些 要 求 呢 ? 

为 此 , 先 分 析 WFT 不 能 实现 自 适应 时 一 频 窗 的 原因 .在 WFT 中 ,通常 是 以 
时 域 开 窗 性 能 为 主 来 考虑 问题 的 ,也 就 是 说 ， 


(Gf)(w, b) = [Ew bed 


先 将 f(4) 时 域 局 部 化 为 /(t)w(t 一 5)，, 再 对 开 窗 后 局 部 时 域 信号 作 Fourier 变 
换 , 在 这 种 观点 下 , w(t 一 5) 的 设计 难以 自动 适应 低 、 高 频 信 号 在 时 域 和 频 域 中 
的 局 部 表现 ,从 而 出 现 了 时 一 频 形 状 不 变 的 特点 . 也 可 换 一 个 角度 观察 WFT, 即 
采用 形式 

(Gf)(w, b) = | Ww, t—b)dt, 


其 中 , 十 (w, 1 一 5) = w(t 一 b)e”. 这 是 一 种 新 的 思考 方式 ,在 积分 变换 的 意义 
下 , 既 把 多 看 做 变换 函数 ,又 把 儿 看 做 对 f(z) 在 时 域 和 频 域 能 起 限制 作用 的 窗 
函数 . 基于 这 种 考虑 ,不 妨 假设 窗 函 数 都 具有 抽象 形式 名 = 入,, (1)，, 其 中 


Yuw(iD = a Vat —b),a€R,:, 


它 是 由 (1?) 经 平移 和 放 缩 的 结果 (图 6. 2. 1). 
这 种 形式 的 窗 函 数 能 同时 表现 时 间 和 频率 方面 的 特征 .车 a < 1, 则 (7) 
被 拉 宽 且 振 幅 被 压低 ,和 s(t) 含 有 表现 低频 分 量 的 特征 ; 若 a > 1, 则 王 (t) 被 压 
窄 且 振 幅 拉 高 ,s(t) 含 有 表现 高 频 分 量 的 特征 . 因为 a 在 更 s (2) 中 作为 表现 频 
率 的 参数 ,所 以 它 不 仅 能 适应 关于 不 同 频率 时 域 信号 的 时 窗 函 数 的 要 求 , 而 且 在 
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VZ 更 (2t 一 3) 
和 Vy Ya i 
(0 更 (一 3) 
a 0 3 i 


VI7z( 计 :3) 
Ca ~ 7 
2 0 6 t 


图 6.2.1 Ws《) 是 亚 () 经 平移 和 伸缩 的 结果 (其 中 65 二 3) 


多 ,ww) 中 也 含有 参数 a, 多, (w) 也 能 适应 关于 不 同 频率 的 频 窗 函数 的 要 求 . 对 
这 些 特点 ,下 面 会 有 定量 描述 . 


第 二 节 ”小 波 .小 波 变换 的 定义 与 条 件 
根据 前 面 的 分 析 , 对 模拟 信号 /(7) 的 积分 变换 
Way ) = | /Fd (GD 


叫做 小 波 变换 ,其 中 ， 
Wot) 一 | a 1 Vat —b) (2) 


是 由 亚 (t) 经 平移 和 放 缩 的 结果 . 当 满足 一 定 条 件 时 更 (2 叫做 允许 小 波 函 数 . 由 
式 (2) 有 


EAGIH NE ACI 


= | 1 ye) lde = | wD hs, 


(3) 
FT[¥W (1)] = Yo (0w) 
= | ora 一 be dt 
= a at — De et d(a —b) 
二 2-int 人 (名 
a e 辫 (人 ) (4) 
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其 中 上 亚 (z) | 表明 了 更 (#) 的 一 种 模 量 , 式 C3) 说明, 亚 (1) 经 如 式 (2) 那 样 作 平 
移 和 放 缩 变化 之 后 ,其 模 量 是 不 变 的 . 式 (4) 则 体现 出 鲁 s (w) 与 参数 a 关联 , 且 会 
随 着 a 的 变化 而 改变 . 

小 波 变换 作为 一 种 积分 变换 ,只 有 当 它 能 作 回 复 变换 时 , 它 才 是 有 意义 的 . 
为 了 推导 小 波 变换 的 回复 公式 ,参照 Fourier 积分 变换 推导 回复 公式 所 需要 的 
乘积 定理 式 : ' 


去 | FT[FoD] FILg(2) Jdw = | f(D ED. 
让 


上 式 表 明了 变换 前 两 个 函数 的 能 量 积分 和 它们 在 变换 后 的 能 量 积分 之 间 的 等 价 
关系 ,而 且 , 当 g(t) = 6(t 一 zx) 时 ,由 上 式 可 推导 出 Fourier 道 变换 公式 . 受 此 
启发 , 当 积 分 变换 是 小 波 变换 时 ,可 以 得 到 类 似 于 乘积 定理 式 的 表现 形式 . 

先 观 察 


W/(a, b) = [GA 
= 支 |,FTCAo] FIL (0)Jdo 
-和 | ) 
= | fe do 
a 
= FTLf (aw) (ow)]), 
结果 是 变量 a 的 函数 .上 式 推导 中 用 到 了 积分 变换 的 共 堪 关系 ,例如 
| é(w) edw 一 | [€ (we Jdw = ELE(w)]. 
R R 
比照 推导 Wj,(a, 5) 的 同样 办 法 ,有 
Wtay = J aE 
A 
= FT[8(aw)¥(w)]. 
元 


下 面 再 观察 
Wwe, b) Wila, Ddb 


A a 
=| { 毛 责 [C7ooo)ro]| 所 FTLECoo)Eo)] d6 
R A 开 
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= 和 4. 区 | FT[f (aw)(w)JFTLECGa) (ww) Jdb 
37 “2a 


= 二 | [fau) 富 (Co)][ECou) 旬 (wo)]dw. 
站 网 
利用 上 式 结果 ,又 有 
| {J wa, WCa, 6)db) Lda 
= 上 | 代 ,f(a Ben) YC) Co) du) Tda 
= 仆 lw | 去 去 | Fa) Blow) aa) 
Ee 
= cv ye 
= co| fd. 
故 小 波 变换 有 类 似 于 Fourier 变换 中 乘积 定理 式 的 结果 : 
{fwee, DW Cas bdb) Tda = Cr| /aas, 


(5) 
2 
Cv = [ UE) Ea, + oo. 


w 


在 式 (5) 中 , 取 g(t) = f(t) 就 得 到 类 似 于 Parseval 等 式 的 能 量 关 系 式 ;在 
式 (5) 中 取 g(D = 6(1 一 Zz), 就 有 


Wa b) = 3G — (Dd = T(z), 
其 中 用 到 公式 
[7 W804- Dd Fn, 
故 由 式 (5) 可 推 得 回复 公式 
| 人 Pre Ds (Ddb) Lda = Cef (2). (6) 
x Us a 


不 难 理解 , 式 (5) 和 式 (6) 成 立 的 条 件 是 小 波 变 换 被 允许 的 依据 . 由 此 可 进一步 分 
析 人 允许 小 波 函数 更 (2) 所 必须 具备 的 条 件 . 
下 面 分 析 人 允许 小 波 函 数 亚 (2) 应 满足 的 条 件 . 要 使 式 (1) 的 积分 变换 有 意义 ， 


一 方面 ,由 式 (3) 要 求 上 | 到 (D) 12dt < 十 co ,这 就 要 求 杰 (:) 具 有 快速 襄 减 性 ; 另 
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一 方面 ,由 北 (w) 的 连续 性 和 |Ce| 王 十 co 可 推 知 锡 (0) = 0, 由 Fourier 变换 的 表 
达 式 可 推 知 


.Ya 一 0. 


这 表明 更 (具有 波动 性 . 总 之 , 亚 (?) 是 像 波 一 样 的 快速 衰减 函数 , 形 如 小 的 波 ， 
这 也 就 是 殉 (?) 称 为 小 波 的 原因 . 


由 于 在 | wode 一 0 的 条 件 下 ,| Cs | < 十 < 和 衰减 性 表现 


1¥W 1<cG 二 De>0 


是 等 价 的 , 故 关于 允许 小 波 的 定义 可 采用 下 面 两 种 等 价 的 形式 
@ 满足 条 件 | Cy |<<+ ce 的 函数 下 (0D) E 严 (R) 叫做 允许 小 波 ; 

@ 满足 波动 性 | (Dd 一 0 和 豪 碱 性 | 下 (0) |<e1+141)mle>0) 的 
函数 叫做 允许 小 波 . . 
应 该 注意 ,允许 小 波 只 是 允许 可 作 正 向 和 逆向 的 小 波 变换 的 函数 ,车 要 让 
(DD 和 史 s (能 作 窗 函数 ,还 必须 满足 关于 窗 中 心 和 窗 半径 的 度量 要 求 .所 以 ， 
可 作 窗 函数 的 小 波 函数 除 保持 振 划 性 以 外 ,其 亦 减 速度 要 比 允 许 小 波 的 快 ;作为 
窗 函 数 的 小 波 函数 下 。(D) ,是 由 同一 函数 下 (2 经 平移 和 放 缩 得 到 的 ,Y。 (27 在 时 

域 和 频 域 都 具有 较 强 的 局 部 化 功能 


第 三 节 小波 变 换 的 自 适应 时 一 频 窗 


在 小 波 变 换 的 定义 中 ,小 波 函数 炎 s (z) 是 窗 函 数 , 它 的 时 一 频 窗 表现 了 小 波 
变换 的 时 一 频 局 部 化 能 力 . 依照 前 面 的 描述 和 讨论 ,本 小 节 将 主要 介绍 Ws (#) 的 
开 窗 效果 . 

记 z* 为 时 窗 中 心 ,A, 为 时 窗 半径 ,w" 为 频 窗 中 心 ,A。 为 频 窗 半径 , 则 关于 
窗 函 数 业 s(t) ,有 


站 1 2 
t" = Ey Ta, | Was (2) | dt, 


三 ta 
YT TE (| 1 | wa) ld ， 


时 二 
= 一 1 [|。 他 (Co jd， 
TD 


(1) 


1 a 2 
A = 一 一 (| (wm) | Ww) ido . 
rot lle ” A ) 
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关于 窗 函 数 炎 (z) 的 度量 ,可 在 式 (1) 中 令 a 二 1、5 二 0 得 到 ,因为 这 些 是 基本 量 ， 
所 以 特别 标记 为 态 、Ay、w$ 和 人 A$. 

由 于 Ww (?) 是 由 更 () 经 平移 和 放 缩 后 的 结果 ,所 以 式 (1) 中 关于 评 s (的 
窗 的 度量 可 用 和 (1) 的 相应 量 表 示 . 因为 


AGI NE Co Pd 


=|. lalat —b) |?dt 


UL 


| | 更 (at 一 ld(at — 6b) 


= | ve 上 = | wn 
所 以 ,利用 变量 代 换 有 
et ey , 
l Ty |, t | Was lt) lidt 
CE he mk 
= Ty Ti (SS) Ye la 
a 
一 二 十 二 
= 03 十 中 
(3) 


A 


-= Trtom (he re rar} 


V2 


-TwoT lh (a) I Yee deb 


= t+ Tat 8) | va) dz ” 
a TY 


一 二 
RS (4) 
式 (3) 表 明 , 若 下 (1) 不 被 压缩 , 和 (2) 仅 向 右 移动 和 而 变 为 更 (! 一 5， 则 到 (D) 的 时 
窗 中 心 忆 也 被 向 有 移动 5, 变 为 4 十 6 若 昂 (D) 变 为 图 (2 , 则 时 窗 中 心 就 由 世 
变 为 二 (fs 十 妨 . 式 (4) 表 明 , 对 殉 (2) 的 平移 并 不 改变 其 时 窗 宽度 ; 当 (t) 被 压 


缩 1/4 变 为 Ws (2 时 ,其 时 窗 半径 A, 也 相应 地 被 压缩 了 1/a. 这 些 都 可 以 从 几何 角 
度 得 到 形象 的 理解 . 
与 之 类 似 ,关于 也 (w) 的 窗 的 度量 也 可 用 多 (w) 的 相应 量 来 表示 . 事实 上 ， 
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因为 由 式 (4) 有 
多 (wD 一 aret 量 (各)， 


| 六 (0) | = a 


1 l=] ldo = | 


字 ( 公 )| da 人) 
一 | 这 Co) 上 ， (5) 
于 是 有 


0 = | Ye) ld 


EE 
+ RA) 到 2) 
ri)! (8) ldé 


一 人 
| Cw) | 


= aw$， (6) 


总 1 ods | 从 Pn 
=— (|) lzdo 
全 ER “ ‘Co lao) 


1 te RC (2)| a(s)) 
AL (7) 


从 式 (7) 可 知 , 当 有 ( 芒 被 压缩 1/a 变 为 亚 s。(1) 时 ,其 频 窗 半径 被 拉 宽 了 a 倍 . 总 
之 ,用 Yu (7?) 作 窗 函数 时 ,小 波 变 换 能 在 时 一 频 局 部 范围 内 分 析 信和 号 ,此 时 ， 


V2 


时 一 频 窗 中 心 为 (ts +6), ew )， 

时 窗 宽度 为 ”2A, = 2Ay/a， 

频 窗 宽度 为 ”2A. = 2aAs ， 

时 一 频 窗 面积 为 ”2A, * 2Au = 4AyA$. 

小 波 变换 时 一 频 窗 如 图 6. 2. 2 所 示 , 其 中 图 (a) 表 明 , 小 波 函数 作为 时 窗 函 

数 , 当 它 在 时 域 被 拉 宽 时 , 它 的 频 窗 宽度 被 压 窗 , 它 的 频 窗 中 心 也 变 小 ;图 (b) 表 
明 ,对 于 同一 个 时 窗 中 心 而 言 , 随 着 频 窗 中 心 ( 频 带 中 心 ) 上 移 ,小 波 变换 的 频 窗 
宽度 (频带 宽 ) 被 拉 宽 , 相 应 地 ,其 时 窗 宽度 被 压 罕 . 
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(二 ) (2w) 
es 
0 t 1 。 全 
Do 
时 域 频 域 


| 2 史上 |---- | de | |= 4A8 


a=1 咯 -图 ee 图 sw 2 


BESSNSESSS 


(b) 
图 6.2.2 小 波 变换 时 一 频 窗 示意 图 


下 面具 体 说 明 小 波 变换 的 时 一 频 局 部 化 机 理 . 

对 于 参数 a 固定 ,参数 5 自由 的 情形 ,小 波 变换 Wy(a, 5) 是 关于 变量 6b 的 
时 域 函数 ,由 于 业 , (ww) 是 频 窗 函数 的 缘故 ,小 波 变换 Wy(a, 实际 上 是 被 限制 
在 频 窗 [aw$ 一 aAs，aw$ 十 aA$ ] 这 个 子 频带 范围 内 的 时 域 函数 ， 

对 于 参数 a 和 参数 5 都 固定 的 情形 ,由 于 评 。 (1) 是 时 窗 函 数 和 儿 。(ow) 是 频 
窗 函数 的 缘故 ,W/(a, b) 的 时 域 和 频 域 表现 实际 上 被 限制 在 时 一 频 窗 


,ls + D+ 合 ] 
a a 


[aw$ 一 Ag , aw$ +aae]x [ 生 (12 + — 


范围 内 . 因 W,(a, 5) 是 与 f(t) 对 应 的 一 种 积分 变换 ,所 以 小 波 变 换 Wj(a, b) 实 
际 上 是 在 积分 变换 机 制 下 将 F(z) 和 广 (w) 限 制 在 时 一 频 窗 内 的 一 种 局 部 化 表 
现 . 换 句 话说 , Wyr(a, 5) 在 时 窗 内 的 表现 对 应 着 f(z) 在 时 窗 内 的 表现 ， 
FT[Wy(a, D] 在 频 窗 内 的 表现 对 应 着 广 w) 在 频 窗 内 的 表现 . 
下 面 进一步 具体 说 明 小 波 变换 的 时 一 频 窗 是 自 适应 的 . 
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从 小 波 窗 函 数 亚 s (7) 的 参数 选择 方面 观察 . 当 a 较 大 时 , 频 窗 中 心 aw$ 自动 
地 调整 到 较 高 的 频率 中 心 的 位 置 ,上 且 时 一 频 窗 形状 自动 地 变 为 " 瘦 窄 ” 状 ; 因 为 高 
频 信号 在 很 短 的 时 域 范围 内 的 幅 值 变化 大 ,频率 含量 高 ,所 以 这 种 "首府 ”时 一 频 
窗 正 符合 高 频 信 号 的 局 部 时 一 频 特性 . 同样 , 当 a 较 小 时 , 频 窗 中 心 aw$ 自动 地 
调整 到 较 低位 置 , 且 时 一 频 窗 的 形状 自动 地 变 为 “扁平 " 状 ;因为 低频 信号 在 较 宽 
的 时 域 范围 内 仅 有 较 低 的 频率 含量 ,所 以 这 种 “扁平 ” 状 的 时 一 频 窗 正 符合 低频 
信号 的 局 部 时 一 频 特 性 . WFT 仅 具 有 不 变 时 一 频 窗 ,无 论 频率 中 心 处 于 何 处 ， 
其 时 一 频 窗 形状 不 改变 ,其 时 一 频 局 部 分 析 显得 很 单一 . 与 之 相 比 ,小 波 变换 的 
时 一 频 窗 是 灵活 可 调 的 ,是 自 适应 的 . 


第 四 节 ”离散 小 波 变换 及 其 频带 特性 


在 上 一 节 中 ,针对 a 和 6 是 连续 变量 的 情形 ,分 析 了 小 波 窗 函数 Y(t) 关于 
时 一 频 局 部 化 功能 和 自 适 应 的 时 一 频 窗 的 具体 表现 . 在 实际 应 用 中 ,通常 将 
Yu (0 中 的 连续 变量 a 和 6。 取 作 整 数 离散 形式 ,将 和 s(t) 表 示 为 


Wt) = 2 2 — hk), 
相应 的 小 波 变 换 表示 为 离散 小 波 变 换 
WGs k) = (F002), Wlt)) 
的 形式 ,下 面 将 进一步 讨论 离散 小 波 亚 ,,: (+t) 和 离散 小 波 变换 Wj(j,&) 所 具有 


的 子 频 带 特性 . 
离散 小 波 炎 ,(t) 是 由 小 波 函 数 更 (1) 经 2 整数 倍 放 、 缩 和 经 整数 平移 所 
生成 的 函数 族 { 亚 .xs(t)》， j,k € Z, 它 适合 


M.D) = | |, 
| FT[W,.1(0)] 1 = 27 | 全 (wv/2’) |. 


车 秋 (z) 满 足 允 许 小 波 条 件 ( 本 章 第 二 节 式 (5)), 则 更 ,*(t) 也 是 允许 小 波 ; 若 
更 (0 具有 时 一 频 局 部 化 表现 , 则 更 ,*(z) 也 具有 时 一 频 局 部 化 表现 , 利用 本 章 第 
三 节 式 (6) 和 式 (7) 具 体 观 察 炎 ;..(#) 的 频 窗 表现 , 则 

也 ,Co) 的 频 窗 中 心 为 ww = 2o3 ， 

鲍 ,,(w) 的 频 窗 半径 为 ”A. 一 2Ag， 
其 中 ,w$ 和 A$ 分 别 是 鲍 (w) 所 具有 的 频 窗 中 心 和 频 窗 宽度 ,对 选 定 的 小 波 函 数 


秋 (#) 而 言 ,它们 是 确定 量 . 
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离散 小 波 变换 
Wi(j; 有 一 [DE 


是 关于 频率 指标 ; 和 平移 指标 & 的 函数 ,由 
(f(D ,WlD) = 去 (fo)， 富 .eo)) 


和 例 ,,(w) 的 频 窗 范围 可 知 ,经 于 .，(z) 作 用 的 小 波 变 换 实际 上 把 信号 f(z) 的 频 
率 范围 w) 限 制 在 [w" 一 A。, w* 十 A.] 子 频带 内 ,小 波 变换 结果 是 这 个 频带 
内 的 时 域 分 量 , 小 波 更 ,*(D 是 一 带 通 函数 , 它 的 小 波 变换 在 频 域 方面 的 局 部 化 
途径 由 j 调节 ,在 时 域 方面 的 局 部 化 作用 由 上 “调节 . 对 于 不 同 的 ) ,这些 子 频带 是 
不 重合 的 ,这 样 , 原 信 号 的 频率 范围 被 划分 为 由 { 炎 .(2)) 所 表现 的 子 频带 ,信号 
经 小 波 变换 表现 为 不 同 子 频带 分 量 之 和 ,对 原 信号 的 局 部 时 一 频 分 析 就 表现 为 
对 那些 描述 子 频带 内 的 时 域 分 量 的 分 析 . 反应 低频 的 局 部 分 析 应 表现 于 反应 低 
频 的 子 频带 分 量 中 ,反应 高 频 的 局 部 分 析 应 表现 于 反应 高 频 的 子 频带 分 量 中 ,由 
此 可 知 ,小 波 分 析 方法 并 不 像 Fourier 分 析 方法 那样 把 时 域 信号 表示 为 若干 精 
确 的 频率 分 量 之 和 ,而 是 将 其 表示 为 若干 描述 子 频带 的 时 域 分 量 之 和 . 正 是 由 于 
这 种 表示 方式 ,小 波 分 析 方法 才 获 得 了 在 时 一 频 局 部 化 方面 的 成 功 , 才 获 得 关于 
时 一 频 局 部 化 方面 的 丰富 多 彩 的 应 用 . 

到 目前 为 止 ,我 们 只 是 对 小 波 变换 的 时 一 频 局 部 化 特点 进行 了 初步 介绍 ,为 
了 深入 研究 和 应 用 它 ,还 必须 努力 构造 小 波 函 数 . 

此 时 ,最 容易 想到 的 是 Gauss 函数 , 它 在 时 域 和 频 域 中 都 有 局 部 化 特点 ， 
Morlet 小 波 函 数 


更 (1) = /emt, 

(ww) =VIre 
就 是 在 这 种 思考 下 构造 出 来 的 . 另外 ,Marr 小 波 函 数 

VD) = (1—t)e ne, 

多 (vw) = Varw en 
是 利用 Gauss 函数 2 阶 导数 构造 出 来 的 . 这 些小 波 函 数 都 满足 允许 小 波 条 件 且 
具有 时 一 频 局 部 化 特点 . 还 有 ,Shannon 小 波 和 Haar 小 波 也 是 容易 想到 和 构造 
的 . 为 了 不 同 的 应 用 目的 ,还 需 构造 出 具有 不 同性 能 的 小 波 函数 ,例如 ,为 加 强 小 
波 函 数 的 光滑 性 .衰减 性 、 紧 支 性 对称 性 以 及 正 交 性 去 构造 各 种 小 波 . 历史 上 ， 


人 们 为 此 作出 了 不 少 探索 和 尝试 ,但 小 波 函 数 的 构造 方法 还 缺乏 统一 性 . 
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1986 年 ,S. Mallat 和 Y. Meyer 提出 了 多 分 辨 分 析 的 框架 ,这 是 一 个 理性 思 
考 的 又 是 具体 可 行 的 框架 .至 此 ,我们 才 真 正 找到 了 构造 各 种 小 波 函 数 的 统一 方 
法 ,也 正 是 在 此 基础 上 ,我 们 才 在 深层 次 上 认识 了 小 波 函数 和 小 波 变换 . 
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第 三 章 “小波 变换 应 用 实例 


本 章 主要 讨论 小 波 变换 在 信号 处 理 与 检测 ,语音 信号 处 理 中 的 应 用 ;第 一 节 
主要 讨论 如 何 利用 小 波 变换 来 进行 信号 的 滤波 ,基于 小 波 变换 的 时 频 受 限 信号 
的 检测 方法 , 瞬 态 信号 的 检测 方法 等 内 容 ,第 二 节 主 要 讨论 基于 小 波 变换 的 语音 
编码 方案 以 及 基于 小 波 变换 的 语音 时 域 和 频 域 基 音 提取 等 内 容 . 


第 一 节 小波 变换 在 信号 处 理 与 检测 中 的 应 用 


一 、 小 波 分 析 用 于 信号 滤波 
设 输入 一 维 信号 f(1) ,由 于 物理 分 辩 率 有 限 , 可 设 f(z) € Vi ， 
fz) = C0 fz) = 六 Cuphiy 
仍 
其 中 , {Cri)iez 具有 有 限 长 度 Nj, ,利用 Mallat 算法 ,我 们 将 信号 分 解 成 不 同 的 
通道 成 分 


HH 


f(z) = Cr f(z)+ 2 Df lz), 
A 
其 中 , Cn f(z) = 多 Crupm(z) 是 信号 频率 低 于 2- 的 成 分 ,而 
ft 


Df(z) = DD Winx) 
hEZ 


是 f 的 频率 介 于 2“; 与 2" ”的 成 分 .前 面 的 小 波 分 解 式 实际 上 可 以 写成 
” Cu= HC, j=], ,J:—1, 
Dm = GC j= J ,Js—1, 
其 中 , 低 通 滤波 器 及 作用 在 一 个 序列 a = {as}iez 的 效果 为 


CHa), = Dh sar, 
fz 


高 通 滤波 器 G 作用 效果 为 
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(Ga)。 = 2) gmar, 


kEZ 

其 中 , (hi)xez 与 {g4)iez 是 由 给 定 的 多 分 辩 率 分 析 确 定 的 镜像 滤波 器 . 

由 上 述 分 析 可 知 , 基 于 小 波 的 多 分 辩 率 分 析 将 信号 7(z) 分 解 成 频率 小 于 
2 成 分 C1, f(x) 和 频率 介 于 2 与 2“ ?之 间 的 成 分 Df 《x), (J1 十 1<j 声 
Jz), 如 果 尺 度 函 数 p 与 小 波 函数 更 的 能 量 分 别 集中 在 x 二 a 和 x 二 5 附近 , 则 
式 中 Cagpa(z) 和 DaWa (rz) 能量 分 别 集中 在 工 == 2;(k 十 a) 和 z 一 2(R 十 0 
附近 . 

按照 Mallat 算法 将 /(z) 分 解 之 后 ,可 以 根据 先 验 知识 有 效 区 分 信号 与 品 
声 ,加 以 滤波 形成 新 序列 Cj, 和 D;(J 十 1 之 j 过 J.), 再 按 Mallat 重建 算法 . 


Cn = HC +G6B,G= J, J —1, ,+l), 
得 到 去 噪 后 的 信号 


f(z) = Cn F(z) = > Chupme(z)， 
EZ 


二 、 基 于 小 波 变 换 的 暂 态 信号 检测 方法 


利用 小 波 的 伸缩 和 时 移 特性 ,通过 对 信号 作 多 尺度 的 小 波 变换 ,可 以 在 低 信 
品 比 下 很 好 地 检测 到 信号 . 

在 很 多 实际 应 用 中 都 会 遇 到 暂 态 信号 (transient signal) 的 检测 问题 , 即 在 
噪声 中 检测 短 时 、 非 平稳 ,波形 和 到 达 时 间 未 知 的 信号 . 即 考虑 下 面 的 检测 模型 


Ho: z(t) 一 mb， 
Hi: z(t) = s(t) +n(t), t€ [0, T], 


式 中 ,s() 只 在 [to ,wo 十 To] 内 非 零 , T。 人 T,， n(z) 为 零 均值 的 Gauss 白 噪 声 ， 
方差 为 上 . 

统计 检测 理论 分 析 表 明 ,已 知 信号 波形 时 ,最 佳 检测 器 为 匹配 滤波 器 
(matched filter) ,而 当 信号 波形 未 知 时 , 则 通称 采用 广义 似 然 比 检测 CGLRT) 对 
未 知 信号 做 最 大 似 然 估 计 . 如 果 能 够 有 效 地 利用 关于 信号 的 菜 些 先 验 知识 ,就 可 
以 提高 检测 器 性 能 . 利用 小 波 变换 ,可 以 提取 信号 的 波形 信息 ,因此 可 以 在 较 低 
信 噪 比 情况 下 检测 到 暂 态 信和 号. 

连续 信号 f(z:) E L?(R) 的 小 波 变换 为 


Wf(a, b) = fais (SE) Wu, 
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其 中 ,a, 6 为 尺度 因子 和 时 移 因 子 . 
将 a, 5 离散 化 , a = a? ,5b 二 m3b，(ao >1, m,nE Z)， 得 到 的 小 波 级 数 为 


Com 1 = [ha (Df dt, 


式 中 
hmn (t) = asth(as™t— mo). 


设 暂 态 信号 为 
1 

fl2) = DAiexp(—alt—n))sin(o (t—n) + gp ut — nh), 
各 


其 中 ,Al， ay 1， w， qr 分 别 是 第 i 个 信和 号 幅度 、 衰 减 系 数 、 到 达 时 间 、 频 率 和 初 
相 参 数 . 

经 过 简单 推导 ,就 可 以 得 到 以 下 结论 : 

@ Clm, 7 在 ?一 /bay 两 边 旦 指数 衰减 ,而 n == ti/boa? 处 达到 峰值 ,这 
个 峰值 的 大 小 与 a。，m，, wi 等 有 关 . 如 果 对 信号 作 多 个 尺度 的 小 波 变换 ,在 不 同 
的 尺度 a8 上 ,与 信号 出 现 的 时 刻 相对 应 ,小 波 系数 均 会 在 #/tsay 处 出 现 峰值 . 利 
用 这 一 特点 ,在 强 噪声 背景 情况 下 ,将 一 维 信号 变换 到 时 间 一 尺度 域 ,从 而 准确 
检测 到 信号 . 

@ 小 波 变换 是 一 种 多 分 辩 率 分 析 , 当 az 较 小 时 ,时 间 分 辩 率 高 ,适合 于 分 
析 高 频 信 号 ,可 以 深入 观察 过 程 的 细节 ,更 加 精确 估计 信号 出 现时 间 ; 当 a? 较 大 
时 ,频率 分 辩 率 较 高 ,适合 于 分 析 低 频 信号 ,我 们 可 以 看 到 过 程 全 貌 . 这 使 得 基于 
小 波 变换 的 检测 器 具有 较 好 的 鲁 棒 性 . 

@ 如 果 在 观测 时 间 内 有 多 个 信号 , 即 [之 1, 这 些 信号 可 能 在 时 间 上 部 分 重 
司 , 此 时 可 以 选择 eg ， ,使 <8 如 尽 可 能 小 ,从 而 使 小 波 系数 峰值 出 现在 不 同 的 
上 ,有 效 进 行 分 离 . 

上 述 过 程 可 以 用 离散 化 模型 表示 为 


Ho:I=n, 
Hi: T= s+n, 


其 中 ,z 为 接收 信号 M 维 向 量 ,* 为 待 检测 信号 M 维 向 量 ,n 是 协 方差 阵 为 ?I 
零 均值 Gauss 白 噪声 M 维 向 量 . 小 波 变换 可 以 看 成 是 将 信号 向 量 乘 一 个 各 行 是 
小 波 变换 算 子 的 采样 值 的 变换 矩阵 尺 , 得 到 小 波 系数 {CCm, n) |M <m<<M,， 
0 委 ” 委 六 一 1}. 为 了 方便 , 仍 用 zx，s, n 等 表示 这 些 系 数组 成 的 向 量 . 
在 Ho。 下 ,z 是 零 均 值 , 协 方差 阵 为 A 的 正 态 过 程 ,因为 小 波 变换 是 线性 的 ， 
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A = RARr, 如 果品 声 是 白色 的 ,就 可 以 近似 认为 是 对 角 阵 . 而 在 再 下 ,z 的 所 

有 Clm, 四 中 , 仅 与 信号 相对 应 的 系数 (CCm, ) | M 去 m 娘 Mi ,ne S) 的 

均值 非 零 ,S 为 [0, N 一 1] 中 K 个 整数 的 集合 ,其 余 的 CCm, 四 则 与 噪声 相 
对 应 . 

将 z 重 排 ,使 的 前 P 个 元 素 为 均值 非 零 的 元 素 , 记 为 ni ,后 面 工 一 已 个 元 

来 记 为 ,相应 的 将 4 重 排 并 分 类 为 | 人 

‘Az Azz 

二 KCMs 一 Mi 十 1), 则 可 以 证 明 ,广义 似 然 比 为 


Lwr (X) = XTAT'X — X,TAN X,. 
在 Ho 下,Lwr(z) 为 x 分 布 ,自由 度 为 P. 在 Hi 下,Lwr(z) 为 非 中 心 分 布 ， 
自由 度 为 P, 非 中 心 参数 为 mT(Au 一 AisA 如 An)-!m. 其 中 mi 为 zx! 的 均值 . 


将 基于 小 波 变 换 的 检测 器 与 下 面 两 种 检测 器 的 性 能 做 一 比较 : 
@ 匹配 滤波 器 


], 基 = NG 一 M+D， 


Lr = XE/o， 
Lwr 在 HH。 下 为 零 均值 .方差 为 S™S/a 的 正 态 分 布 ,在 Hi 下 为 均值 .方差 都 为 
S5/o 的 正 态 分 布 . 
@ 能 量 检测 器 
Lgep = XTX/o ， 


Lm 在 Ho 下 是 自由 度 为 M 的 Xx 分 布 ,在 Hi 下 是 自由 度 为 M 的 非 中 心 闪 分 
布 , 非 中 心 参数 为 STS/o?. 

在 Neyman-Pearson 准则 意义 下 ,给 定 某 一 虚 警 概率 Pj ,我们 来 计算 检测 
概率 P, 与 信 噪 比 SNR 的 关系 . 这 里 SNR 定义 为 信号 能 量 与 噪声 方差 之 比 . 通 
过 固定 虚 警 概率 Py ,比较 检测 器 的 性 能 ,可 以 发 现 基于 小 波 变换 的 检测 器 的 性 
能 大 大 好 于 能 量 检测 器 ,而 与 匹配 滤波 器 相差 不 远 . 基于 小 波 变换 的 检测 器 利用 
单 边 指数 小 波 ,并 通过 调整 小 波 的 尺度 和 时 移 因子 ,小 波 变换 系数 较 好 地 反映 了 
信号 的 特征 ,从 而 能 在 较 低 信 噪 比 下 正确 检测 到 信号 和 估计 到 达 时 间 . 


三 、 基 于 小 波 变换 的 信号 最 佳 接收 器 的 设计 


通常 ,一 个 正 交 变换 应 该 反映 信号 的 特征 ,其 中 ,KL 变换 是 近乎 最 佳 的 方 

” 案 . 当 信号 的 自 相关 矩阵 在 KL 基 中 展开 时 ,系数 是 互 不 相关 的 . 这 种 性 质 可 以 

用 来 设计 最 佳 信号 检测 结构 . 经 典 的 基于 小 波 变换 的 方法 是 假设 存在 某 个 小 波 

基 作 为 输入 信号 的 特征 函数 ,信号 检测 结构 就 是 寻找 这 样 的 特征 小 波 ,也 就 是 在 

寻找 一 组 变量 的 最 佳 值 . 本 节 中 将 着 重 说 明 这 些 变量 实际 上 是 一 个 小 波 基 用 另 
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一 个 表示 时 的 小 波 系数 . 本 节 采 用 的 递 推 结构 设计 了 基于 小 波 变换 的 最 佳 接收 
器 . 这 种 结构 对 噪声 中 的 信号 检测 是 十 分 有 益 的 . 
通常 的 小 波 变换 可 以 表示 为 
z(D) 一 >) Denyn, 
其 中 
Wat) = 2 (2 —k), 
Gx = (zt), Wt)), 


符号 (z(2)， Wi (1)) 表示 内 积 . 
在 正 交 变 换 中 ,假设 基 函 数 为 如 (z) ,对 应 的 系数 为 zx, 令 py 表示 zx 的 均 
值 . 假定 系数 之 间 是 不 相关 的 , 则 


ELCm — pa) Cz —1)] = hdy 
成 立 的 充 要 条 件 是 
PRA) =|K.0, 和 (2D dh， 


其 中 ,入 (w) 为 对 应 于 特征 值 A, 的 特征 函数 ,K。(t，u) 为 自 相关 矩阵 . 
K,(t, u) = E[(x(t) — pr (Dru) — p(w) J. 


如 果 K.(t， ww) 是 正定 的 , 则 所 有 的 特征 值 是 正 的 . 所 有 的 特征 函数 构成 了 
完备 的 正 交 基 ,这 就 是 通常 所 说 的 KL 变换 . 自 相 关 和 矩阵 K,(t, ww 可 以 写成 


K-(t，u) 一 hz， 
当然 也 可 以 使 用 小 波 函 数 作为 KL 基 . 对 于 小 波 系数 ck，, 设 均值 为 
po = [cu] 一 人 mode 
如 果 小 波 系数 之 间 是 不 相关 的 , 即 


E[(cxs — pr) (cm — pm)] = Mdndim» 


则 
E[(cn — pn)°] = 4 0. 


为 了 保证 公式 成 立 , 则 更 xs (z) 必 须 为 输入 信号 的 自 相关 和 矩阵 的 特征 函数 
Ml) = [Kies Wy CD du 
. 304. 


在 最 佳 接 收 器 中 ,使 用 均 方 误差 准则 来 预测 迭 加 了 白 噪 声 x(z) 的 信号 a(z). 
在 有 色 噪 声 情况 下 ,可 以 对 有 色 品 声 进行 预测 ,然后 从 接收 信号 中 减 去 它 . 设 输 
入 信号 rlz) = al?) 十 wy?) 的 自 相关 矩阵 可 以 用 小 波 基 表示 为 


天 。(t，x) = Danya a), 
则 最 佳 接收 器 的 响应 a(7) 应 该 能 够 最 小 化 a(t) 与 a(#) 均 方 误差 距离 . 它 可 以 由 
线性 滤波 器 


| Ajn 
holt, u) 2 7 FN Oa) 


的 脉冲 响应 得 到 
(GD = DenhaWinlt), 
加 
这 里 ci 为 输入 信号 rt) 的 小 波 变换 系数 . 而 


A 
对 十 六 72 


但 是 特征 值 和 特征 函数 很 难得 到 ,给 实际 检测 带 来 困难 . 为 此 ,我 们 考虑 另 
外 一 个 不 是 特征 函数 的 小 波 函 数 Px (?). 令 a 和 ,dn 分 别 表示 委 ,, (zt) 和 输入 信号 
r(t) 在 小 波 函 数 pm (1 中 的 展开 系数 . 则 有 


aCD = 2 do。 Dpn op, qr rs 5). 
nm 


hi = 


这 里 
bl(p, qr, s)= Dhira 和 a. 
六 


可 以 使 用 自 适 应 过 程 的 最 小 均 方 误差 (LMS) 算 法 来 设计 滤波 器 , 系数 
6(p，q， r,s) 随 着 输入 信号 变化 来 最 小 化 均 方 误差. 在 自 适应 过 程 中 ,是 不 需要 
关于 特征 函数 的 先 验 知识 的 . 相反 , 先 验 知识 可 以 简化 自 适应 滤波 器 的 设计 
过 程 . 

如 果 考 虑 的 时 间 范 围 为 [0，T], 设 计 最 佳 接收 滤波 器 的 问题 就 变 成 寻找 最 
小 化 El[ ceo 一 a(D)?d: | 的 变量 h，o%， 愉 的 问题 .可 以 注意 到 这 些 变量 


之 间 不 是 相互 独立 的 . 假定 输入 r(z) 和 信号 a(t) 对 小 波 基 p, 亚 而 言 都 局 限于 尺 
度 0 和 J > 0 之 间 , 并 且 在 所 考虑 的 时 间 窗 内 平移 参数 都 局 限于 [一 人 ,， 开 ] 之 间 
(K 为 整数 ), 则 有 


r(b) 一 立 Sh 二 pb A 


pe j=0#==k 
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pi (t) 和 特征 函数 亚 (t) 之 间 可 以 互相 表示 为 


Pint) = Da lt), 
所 


Walt) = > oa 站 pn(D， 
加 


其 中 
a 区 二 fv (1t) gp (dz. 
同样 地 有 
ca 一 > ao%xdn， 
中 
dn = > at%cny 
所 
aa 名 一 Dafiats = 6 k), Cl, m)). (1) 
加 
由 式 (1) 可 以 推出 
a 二 fz YD — R22 — g) di. 
上 式 稍 作 变 化 就 可 以 写 为 
a 二 [ro 如 rr 一 Cg 一 2 六))dt. (2) 
或 
= 22 (29) gD dr. (3) 


由 式 (2) 和 式 (3) 可 以 得 到 递 推 过 程 如 下 : 


的 一 or pj， 
a 二 ald" jp. 
这 个 递 推 过 程 可 以 用 来 简化 像 式 (1) 中 cs 一 > dma 针 这 样 的 项 的 计算 . 为 了 讨 
所 
论 最 佳 检测 的 结构 ,从 尺度 因子 j 二 0 开始 计算 , 它 用 和 矩阵 形式 可 以 表示 为 
Gt = Tr{DA;}, 


这 里 D 和 A 分 别 是 (J 十 1) X (2K 十 1) 和 (2K 十 1) X (J 十 1) 的 矩阵 ,D 定义 为 
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do-k do-gn doxr dk 


的 dd- dug dx 
D= : : : 和 ， (4) 
dm dj-gn “diig dk 
dk dh-rn ”dir dx 
Au 定义 为 
ao, -kt 01,-K-2 1 
Qo, -KtIk QT 一 K+I-28 "QJ, -K+l-2lk 
Au = 
Co Kit QR OQ Kl- 
Co Km oO AR ,Kal 


这 里 ,矩阵 中 元 素 省 略 了 上 标 “00”, 可 以 从 式 (4) 看 出 ,对 于 j > 0 的 更 一 般 情 
况 , 和 矩阵 中 元 素 是 序列 c" 和 ao 的 组 合 形式 . 它们 之 间 满 足 式 (2) 关 系 . 


、 信 和 号 瞬时 特征 的 小 波 分 析 方 法 


' 本 节 主 要 讨论 如 何 利 用 平稳 相位 逼近 技术 获取 渐 近 小 波 变换 的 性 质 ,从 小 
波 系数 的 辐 角 参数 中 提取 小 波 消 线 , 再 由 小 波 消 线 提取 信号 的 瞬时 特征 量 . 为 了 
计算 小 波状 线 ,还 引入 了 小 波 曲 线 . 

设 瞬 态 信 号 为 

SGt) = A,(t)cos pi(t)， 
其 中 
Gt) 六 AD， 
信号 *( 切 的 瞬时 频率 为 
bt) = 去 2 

信号 分 析 和 目标 特征 提取 的 往往 是 信号 的 幅度 A,(t) 和 频率 v,(t) 等 瞬时 特 
征 量 . 对 多 个 渐 近 信号 的 合成 信号 ,还 需要 分 离 和 提取 出 信号 的 各 分 量 的 瞬时 特 
征 . 利用 小 波 分 析 方法 可 以 准确 地 提取 出 被 分 析 信号 的 幅 频 调制 特性 . 

设 g,AE H(R), 它们 满足 


0<<| Cu |< 


[a hdo 
Dt 


中 hh(w), g(w) 为 h,g 的 Fourier 变换 , H:(R)=={f|1f€L*(R), f(w)=0， 
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当 w 委 0 时 } 为 实 Hardy 空间 . g 叫做 分 析 小 波 ,h 叫做 重 构 小 波 . 记 由 伸缩 和 平 
移 构成 的 小 波 基 为 ~ 


0 


二 oo 六 (人 


记 小 波 变换 为 
To = 5 8g) = | sg dr, 


也 (6，a) 叫 做 小 波 系数 , 则 信号 由 小 波 系数 得 到 的 时 间 尺 度 表征 为 


i 

[TG, ondadp 
Ga a : 
小 波 系数 可 以 用 幅度 和 相位 表示 为 T,(b, a) = {| T,(b, a) | , arg[T,(b, a)]})， 
利用 小 波 系数 的 幅 角 信息 到 。 ,就 可 以 提取 信号 的 瞬时 特征 . 

设 一 渐 近 单 频 信 号 为 *(t) 一 A(t)cosp(t) ,利用 Hilbert 变换 得 到 其 解析 信 
号 为 
2,(b = (1+jH)s(t) = A,(t)exp{jp,(y)}. 
假定 基本 小 波 g(z) 本 身 是 渐 近 的 ,可 表示 为 
g(t) = As lt)exp{jpe (2))}, 
则 有 
(s» Bta) = (Z,, gia). 


可 得 到 信号 的 渐 近 小 波 系数 为 


+ 

To) = (Zisgn) = a) Mo (Dexp{jgu CD)d, 
s/t—b 

Me. = 4,DA; (一 )， 


we = p00) 9p (SE). 
假设 对 任意 的 (6, a)， gw (t) 关 于 t 只 有 一 个 一 阶 驻 点 t, = 上 (2，a), 并 且 
9 (ba) = 二 0, (6b, a) 关 0, 则 T,(5b, a) 的 渐 近 展开 可 以 记 为 
ao 他 


2 


Corr(b, a) = 2/ra’ | gi (1,) |exp{— jn/4sgn[ ge (2,)]}. 
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为 了 分 析 渐 近 解析 信号 的 小 波 变换 的 特征 ,下 面 引 入 小 波 脊 线 和 小 波 曲线 
的 概念 . 
小 波 疹 线 定义 为 


R= {(6b, a) € H’(R), i,(b, a) = b}. 


在 小 波 冰 线 上 有 
gha (ts) | 一 0， 


gr (0)/9.(0) = a,(b). 


因此 小 波 消 线 可 以 用 a,(5) 来 表示 , 它 代表 了 信号 的 瞬时 频率 . 
小 波状 线 上 的 那 部 分 小 波 系 数 为 


T,(b, a,(b)) = {g(0)/Corr[b, a,(b)]}Z2,C6). 
当 小 波 誉 线 a,(5) 提 取出 来 后 ,从 小 波 系数 T,[5，a,(5)] 可 得 到 原始 信号 ,从 而 
得 到 信号 振幅 . 这 样 就 可 以 得 到 信号 的 频率 和 振幅 ,分 别 为 


由 = 1 pe(0) 
wT 


A,(b) = 2Z,(6) 一 | T,(b, a,(b)Corr[b, a,(b)]/g* (0) |. 
定义 小 波 曲线 为 
C= {(b, a) € Hi(R), t,(b, a) = bo}. 


它 指 在 给 定时 刻 4,(b, a) 二 b 时 ,通过 点 (b。，a,(b。o)) 的 曲线 . 
在 小 波 曲 线 上 ,有 


(和 一 
~ Tb, ee eri) 


Corr(b, a) 
令 亚 (5, a) = arg{T,(b, a)}, 则 在 给 定 的 小 波 曲线 上 ,更 (5，a) 满 足 
a¥(b, a) _ 1rdab—b /tb 
i Re 
es | 二 名 
a 和 一 a” 


即 在 给 定 的 小 波 曲 线 上 的 瞬时 频率 等 于 小 波 消 线 上 的 基 画 数 的 中 心 频率 . 因此 
可 以 得 到 小 波 峭 线 提取 的 一 般 方法 . 
对 采样 周期 为 T, 的 离散 序列 sx 一 (ta) ,一 0, 1,…,N 一 1, 记 它 在 给 定 
的 伸缩 因子 a 上 的 Fourier 变换 
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TR) = Tt a) = {| Ta, a) |, Wt)}, 
DD; 为 对 平移 因子 65 的 离散 微分 算 子 , 则 有 


DT) = 空 ， 
a 


因此 


一 wo 
Wt) 
令 gq” (&) 为 a(t) 的 初始 估计 量 , 则 可 以 通过 下 面 的 迭代 方法 来 计算 小 波 消 线 
arD (1) = wo /Da® (t), 
a bn) = atd EB) t= t+hTo, k=0,1,.%, N—1. 
所 要 求 出 的 小 波状 线 为 


Qar(t) = a (8). 
有 人 曾经 选用 Morlet 分 析 小 波 g(t) = exp{ 一 上 /2}exp{jwot} ,对 渐 近 信号 进行 
了 分 析 并 作 了 计算 机 模拟 . 结果 表明 ,从 渐 近 信号 的 连续 小 波 变换 的 相位 信息 中 
提取 小 波 将 线 , 可 以 快速 准确 地 得 到 信和 号 的 瞬时 特征 ,计算 简单 而 且 准 确 . 


第 二 节 ”小 波 变换 在 语音 信号 处 理 中 的 应 用 


一 、 基 于 小 波 变 换 和 矢量 量化 的 语音 编码 


本 小 节 主 要 讨论 小 波 变 换 和 矢量 量化 (vector quantization) 的 基本 原理 ,并 
把 矢量 量化 应 用 到 小 波 变换 域 ,从 而 实现 一 种 低 编码 率 、 高 信 品 比 的 编码 方案 . 
为 了 更 清楚 地 帮助 读者 理解 语音 的 小 波 分 解 过 程 , 我 们 作 小 波 分 解 过程 示 意图 
(图 6. 3. 1). 


峡 生 
语音 本 .| 镜 你 量化 
Ei 


图 6.3.1 语音 小 波 分 解 示意 图 


这 里 从 矢量 量化 的 最 经 典 算法 LBG 算法 谈 起 ,自从 LBG 算法 提出 以 来 , 矢 
量 量化 广泛 应 用 于 语音 和 图 像 编码 中 . 矢量 量化 应 用 的 两 个 过 程 是 码 书 设计 和 
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码 书 搜索 . 设计 高 质量 的 码 书 可 以 改善 矢量 量化 的 性 能 ,利用 快速 搜索 可 以 使 其 
实用 化 . 我们 发 现 小 波 变换 域 系数 适合 于 矢量 量化 ,编码 模型 如 图 6. 3. 2 所 示 . 


全 Fm] 
HD?2 
| penEz 


H 
图 6.3.2 基于 小 波 分 析 和 矢量 量化 的 编码 模型 


矢量 量化 可 定义 为 K 维 欧 氏 空间 Rx 到 R* 有 限 子 集 的 映射 c: R* 一 Y, 式 
中 Y= {Xi, i= 1,2,…,N} 是 所 有 码 矢 量 的 集合 , 称 为 码 书 ,N 为 码 书 大 小 ， 
矢量 量化 可 以 分 为 两 个 映射 :编码 器 和 译 码 器 ,编码 器 将 输入 矢量 X; 映射 成 码 
矢量 的 地 址 或 标号 i, 译 码 器 将 标号 映射 成 码 矢量 ,基本 框图 见 图 6. 3. 3. 


原 始 语音 
H G 
A D 
H G 
A 
H, G 
A 


图 6.3.3 矢量 量化 基本 图 


为 了 降低 码 书 搜索 复杂 度 , 采 用 二 叉 树 结构 的 码 书 搜索 和 设计 ,从 而 大 大 降 
低 了 编码 运算 复杂 度 . 

每 次 小 波 变换 把 信号 分 解 成 不 同 通道 的 成 分 即 平滑 版 本 和 细节 版 本 . 每 次 
分 解 相当 于 原 信和 号 减 抽样 成 两 个 信号 ,而 对 这 两 个 信号 可 采用 比 原 信号 更 为 有 
效 的 编码 . 对 小 波 变换 域 系 数 的 概率 分 布 的 研究 表明 ,细节 版 本 系数 的 典型 分 布 
为 Gauss 分 布 . 对 第 j 层 分 解 得 到 的 细节 ,其 分 布 可 表示 为 


pi(z) = ajexp{—| oz |5}， 


w= /2r(), 


5 =2r(2)/r(2), 
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式 中 ,rj 为 对 应 的 参数 ,o; 为 对 应 的 方差 . 对 其 系数 进行 矢量 量化 , 则 量化 增益 
可 以 表示 为 


2 [fs (zx) 下 daz] 


i Q+oAG,o [pcwar] 


可 见 ,Gs 与 7; 无 关 ,K 为 矢量 量化 维 数 . 我 们 常用 均 方 误差 准则 (c = 2)， 
Alk,， 2) 实 际 上 表示 了 编码 误差 的 上 界 . 上 式 实际 上 是 采用 矢量 量化 理论 上 的 
最 小 增益 . 运用 小 波 分 析 ,得 到 原始 语音 的 平滑 版 本 和 不 同 尺度 上 的 一 系列 细节 
版 本 . 对 不 同 层 上 的 细节 信息 进行 矢量 量化 ,应 用 LBG 算法 来 设计 矢量 量化 码 
书 . 我 们 对 典型 语音 信号 进行 分 析 和 训练 以 产生 码 书 . 训练 序列 由 典型 语音 在 对 
应 分 解 层 上 的 细节 版 本 的 一 维 矢量 构成 .初始 码 字 由 训练 序列 的 形 心 (centriod) 
分 裂 得 到 . 

整个 码 书 由 若干 子 码 书 构成 ,对 应 每 层 小 波 分 解 得 到 的 细节 版 本 分 别 有 不 
同 的 子 码 书 . 编码 时 ,只 在 对 应 的 子 码 书 中 搜索 ,而 不 是 在 整个 码 书 中 搜索 . 

考虑 到 不 同 分 解 层 上 的 细节 版 本 重要 性 不 同 ,我 们 对 它们 采用 不 同 的 参数 
进行 矢量 量化 码 书 设计 . 显然 ,从 更 平滑 版 本 中 经 小 波 分 解 得 到 的 细节 版 本 更 加 
重要 一 些 , 随 着 7 的 增加 第 j 层 细节 版 本 对 恢复 语音 信号 质量 的 影响 程度 是 增 
加 的 . 因而 允许 的 量化 失真 必须 更 小 ,反映 在 码 书 设计 中 即 采用 较 小 的 量化 维 
数 、 较 大 尺寸 的 码 书 和 较为 严格 的 收敛 条 件 , 由 此 得 到 码 书 的 构成 如 图 6. 3. 4. 


7 一 1 层 细节 版 本 子 码 书 
了 一 2 层 细节 版 本 子 码 书 


了 = J 层 细 节 版 本 子 码 书 


图 6.3.4 细节 版 本 码 书 构成 示意 图 


实际 上 ,平滑 版 本 对 应 变化 缓慢 的 低频 信息 ,对 语音 质量 的 影响 较 大 ,而 细节 
版 本 对 应 高 频 信息 ,对 应 人 耳 不 太 敏感 的 频率 . 这 是 选择 量化 参数 的 直接 依据 . 

对 平滑 版 本 ,可 采用 矢量 量化 ,也 可 采用 其 他 量化 方法 . 

下 面 估算 编码 压缩 比 及 运算 复杂 度 . 用 上 述 方案 时 ,总 的 压缩 比 可 表示 为 


C = log:1/R:, 
R; = RF /25 + DR,/2’, 


Ri = logsV)/K,, 
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其 中 ,K, 为 第 j 层 细节 版 本 矢量 量化 维 数 ,V; 为 对 应 码 书 大 小 ,而 RP 为 平滑 
版 本 编码 所 需要 的 比特 数 . 

当 采 用 长 度 为 R 的 有 限 长 度 滤波 器 时 ,小 波 分 解 复杂 度 同 前 述 分 析 . 当 采 

用 二 又 树 搜索 方式 时 , 设 码 书 大 小 为 V, 每 量化 一 个 矢量 需 logsV 次 . 设 第 j 层 

有 Li 个 矢量 ,量化 维 数 K; , 则 需要 O( (Pr Kilog:V) ) 次 操作 ,与 全 搜索 方式 相 


比较 ,后 者 需要 O( >)L,K,V,) 次 ， 可 见 运算 复杂 度 大 大 降低 ,利于 实时 实现 . 


我 们 在 小 波 变 换 域 进行 矢量 量化 ,而 不 是 直接 进行 矢量 量化 ,因为 小 波 变换 
将 原始 信号 f 分 解 成 不 同 频 率 通道 的 划分 . 又 把 每 通道 成 分 按 相 位 进行 分 
解 一 一 频 高 者 密 , 频 低 者 朴 . 这 些 特点 使 得 我 们 能 在 较 高 编码 率 情况 下 ,仍然 有 
较 好 的 重建 语音 质量 . 可 以 断言 ,对 于 常规 的 一 维 信号 ,都 可 以 应 用 这 种 思想 . 


二 、 基 于 小 波 变换 的 基 音 提取 


我 们 结合 小 波 变换 与 多 分 辩 率 分 析 , 在 频 域 合理 引入 通过 峰值 检测 提取 基 
音 周期 的 方法 . 由 于 这 样 处 理 后 展开 了 原始 信号 的 低频 段 的 频 域 波形 ,不 仅 大 大 
减 小 了 整数 倍 基 音 周期 的 误 判 概率 ,而 且 提 高 了 基 音 周期 估计 的 精度 . 整个 算法 
速度 快 ,适合 于 数字 信号 处 理 器 实现 . 

由 离散 小 波 变换 可 知 ,对 一 个 信号 序列 进行 小 波 变换 ,可 以 在 时 域 上 得 到 原 
始 信号 的 越 来 越 低 分 辩 率 的 版 本 ,采样 率 以 亏 速 率 递 减 ,在 信号 的 时 一 频 平面 


上 ,根据 Heissenberg 不 等 式 
AtAf 二 1/4r 


可 以 看 出 ,时 域 分 辩 率 的 降低 意味 着 频 域 分 辩 率 的 相应 提高 ,其 中 At 为 时 域 分 
办 率 ,Af 为 频 域 分 辩 率 . 
从 镜像 滤波 器 的 角度 来 看 ,小 波 分 析 是 以 两 组 正 交 的 高 低 通 滤 波 器 对 输入 


信号 进行 滤波 ,得 到 高 频 和 低频 分 量 ,并 进行 十 z 减 抽样 . 这 样 ,对 低频 分 量 而 言 ， 


时 域 分 辨 率 降低 一 倍 ,而 频 域 分 辩 率 则 相应 提高 一 倍 . 

为 了 验证 这 种 思想 ,我们 构造 了 一 个 包含 200 Hz，300 Hz, 400 Hz, 531 Hz， 
670 Hz, 750 Hz，800 Hz 的 等 频率 分 量 的 多 频 混 合 信号 ,并 以 8 kHz 速率 采样 ， 
得 到 *(z) ,分 析 s(n) 的 FFT 谱 . 


我 们 先 对 sCm) 作 两 次 小 波 变换 ,得 到 两 次 低 通 沥 波 并 寺 减 抽样 的 序列 


了 (mn) ,再 进行 FFT 分 析 其 幅度 谱 . 实验 结果 表明 ,经 两 次 小 波 变 换 后 , 频 域 低 段 
分 辨 率 得 以 提高 ,将 原来 混 迭 的 频谱 展开 了 4 倍 . 频谱 峰值 明显 展开 . 如 果 我 们 
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对 变换 后 的 频谱 曲线 估计 峰值 位 置 ,显然 可 以 得 到 较为 精确 的 结果 . 

对 上 述 s(n) 进行 处 理 , 得 到 检测 结果 见 表 6. 3. 1. 可 以 看 出 ,在 频 域 上 能 用 
FFT 整数 抽样 表示 的 频率 附近 ,变换 前 后 均 可 得 到 较 好 的 结果 . 但 在 远离 整数 
抽样 点 表示 的 频率 处 ,变换 后 估计 结果 明确 优 于 变换 前 的 估计 结果 . 在 语音 基 音 
周期 估计 中 引用 此 结果 ,可 以 提高 语音 基 音 估计 精度 . 


表 6.3.1 小 波 变换 前 后 频率 估计 结果 (频率 单位 :Hz) 


小 波 变换 前 小 波 变 换 后 小 波 变 换 -内 插 

人 

实际 | 峰值 | 估计 | 。。 | 峰值 | 估计 姓 值 | 估计 | ， 

频率 | 位 置 | 频率 | 误差 | 位 置 | 频率 位 置 | 频率 | 洋基 
200 6 187 13 26 203 | 村 26 203 3 


300 10 312 12 | 297 3 38 297 3 


531 17 531 0 68 531 0 68 531 0 


670 21 656 14 86 672 2 86 672 2 


750 24 750 0 96 750 0 96 750 0 


800 26 812 12 102 797 3 104 812 12 


在 语音 信号 基 音 估计 中 引入 小 波 变换 的 主要 障碍 为 帧 长 效应 . 由 于 语音 分 
帧 处 理 时 ,语音 为 准 平稳 信号 ,不 能 取 很 大 的 帧 长 ,在 实时 处 理 时 考虑 到 时 延 更 
是 如 此 .., 对 每 帧 有 限 点 语音 进行 处 理 时 经 小 波 变换 和 减 抽样 ,只 能 得 到 比 原来 较 
少 的 数据 量 , 这 时 在 其 后 补 零 , 扩 展 为 原始 帧 长 再 进行 FFT. 事实 上 ,这 种 做 法 
仍然 能 够 保留 理想 情况 . 为 证 明 此 点 ,我 们 将 波形 限于 256 点 , 作 两 次 小 波 变换 
得 到 64 点 数据 ,为 减 小 信号 突变 引入 的 高 频 分 量 , 先 对 其 加 Hamming 窗 , 再 扩 
展 为 256 点 ,分 析 其 FFT 幅度 谱 .我们 发 现 , 这 样 处 理 后 的 信号 幅度 谱 仍然 保留 
了 理想 小 波 变换 后 幅度 变化 趋势 ,特别 是 峰值 位 置 ,为 实际 的 基 音 估计 应 用 小 波 
变换 莫 定 了 基础 . 


因 两 次 小 波 变换 将 基 音 峰值 位 置 展开 了 4 们 ,我们 至 少 可 以 获得 于 点 估计 


精度 .若是 检测 更 后 面 的 峰值 位 置 可 以 满足 二， 直 点 精度 要 求 . 


可 以 利用 小 波 变换 的 带 通 性 质 和 多 分 辩 率 性 质 ,对 语音 进行 逐次 低 通 处 理 ， 
滤 除 其 高 频 谐 波 , 只 保留 其 低频 成 分 ,进而 提出 从 时 域 在 这 样 的 分 辩 率 的 平滑 版 
本 下 估计 基 音 周期 的 方法 . 由 于 这 种 方法 滤 除 了 语音 信号 的 高 次 谐 波 , 可 以 提高 
估计 精确 度 . 


从 滤波 器 角度 来 看 ,小 波 变换 实际 上 就 是 把 信号 分 成 高 低频 分 量 , 并 进行 二 
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减 抽样 . 这 种 变换 实际 上 是 对 输入 信号 用 小 波 基 卷 积 后 减 抽样 的 结果 . 算法 简 
单 ,利用 小 波 变 换 的 滤波 性 质 ,对 原始 语音 信号 进行 小 波 变换 ,但 不 进行 抽样 ,对 
保留 的 成 分 再 类 似 逐 级 处 理 , 可 以 得 到 原始 语音 的 逐次 平滑 版 本 . 
为 此 ,我 们 在 实际 处 理 中 对 一 段 语音 进行 4 次 小 波 变换 ,观察 其 时 域 与 频 域 
波形 ,可 以 看 出 , 随 着 变换 层 数 的 增加 ,原始 语音 中 高 次 谐 波 成 分 逐渐 减少 ,到 第 
四 层 平滑 版 本 已 经 几乎 只 有 基 频 成 分 了 . 我 们 从 这 样 的 平滑 版 本 统计 时 域 峰值 
点 各 数 进行 基 音 周 期 估计 ,可 以 得 到 较为 精确 的 结果 . 
在 实际 处 理 中 发 观 ,4 次 小 波 变 换 不 能 有 效 清除 二 次 谐 波 成 分 ,我 们 曾 试 着 
继续 分 解 下 去 ,发 现 滤 除 效果 改善 不 大 ,相反 却 大 大 降低 了 语音 基 频 幅度 . 
小 波 变换 虽然 未 能 完全 滤 除 二 次 谐 波 成 分 , 却 大 大 降低 了 二 次 谐 波 幅度 . 在 
第 4 次 小 波 变换 结果 中 , 正 电 平 峰值 与 负电 平谷 值 信号 至 少 一 侧 体 现 了 基 音 周 
期 信息 . 第 四 层 小 波 变换 时 域 波 形 峰 值 体 现 了 本 帧 语音 基 音 信息 . 为 此 ,在 估计 
基 音 周期 时 ,同时 统计 正 电 平 峰值 和 负电 平谷 值 信息 ,以 较 大 的 时 域 基 音 估计 值 
为 有 效 估计 结果 . 这 样 处 理 后 ,能 从 第 四 层 小 波 变换 时 域 波形 准确 估计 基 音 
周期 . 

实际 处 理 中 ,为 避免 误 提 , 第 一 次 求 出 的 基 音 周期 用 来 修正 估计 结果 ,剔除 
偏差 较 大 的 峰值 点 或 谷 值 点 ,再 进行 一 次 估计 基 音 周期 ,大 大 提高 估计 精确 度 ， 
这 样 求 出 的 时 域 基 音 周期 有 很 高 精度 . 但 由 于 使 用 整数 点 表示 , 稍 有 不 足 , 为 此 ， 
以 时 域 基 音 周期 为 初 值 ,变换 到 频 域 中 ,用 频 域 峰值 法 在 基 音 估计 值 附近 进行 调 
整 ,可 使 估计 精度 满足 要 求 . 由 于 分 时 域 粗 估 和 频 域 细 估 两 部 分 ,大 大 减少 了 频 
域 基 音 搜索 范围 ,提高 了 频 域 峰值 估计 速度 . 


三 、 基 于 小 波 变换 的 语音 特征 参数 的 提取 


考虑 到 语音 信号 的 时 频 信息 ,可 以 将 语音 信号 作为 非 平 稳 信号 来 研究 ,在 小 
波 变 换 的 基础 上 提出 一 种 新 的 语音 参数 一 一 WT 参数 , 它 能 够 满足 人 耳 听 觉 系 
统 对 声音 信号 常 Q 感知 的 特性 . 基于 语音 信号 短 时 平稳 的 线性 预测 系数 (LPC) 

”特征 提取 方法 ,把 语音 产生 的 模型 的 参数 所 取出 来 作为 特征 ,在 一 定 程度 上 抓 住 

了 语音 信号 的 特点 ,取得 了 一 定 的 成 功 . 

生理 学 的 研究 表明 人 类 的 听觉 特性 是 一 个 常 Q 感知 系统 ,这 就 启发 我 们 去 
寻找 一 种 既 具 有 常 Q 特性 ,又 可 去 掉 短 平稳 假设 的 分 析 方 法 来 分 析 语 音信 号 ， 
并 以 此 作为 特征 参数 . 小 波 变换 为 这 一 思想 提供 了 理论 上 的 可 能 性 . 对 于 语音 信 
号 ,必须 用 时 变 非 平稳 的 分 析 方 法 才能 很 好 地 描述 . 

与 LPC 参数 不 同 的 是 ,这 里 提出 的 WT 参数 不 是 模型 化 参数 . 在 一 定 的 条 
件 下 ,可 以 选取 不 同类 的 小 波 来 计算 此 参数 ,这 种 参数 去 掉 了 短 时 平稳 的 假设 ， 
并 且 反 应 了 语音 的 常 Q 特性 . 
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设 {V;} 是 一 给 定 的 多 分 辨 性 分 析 ,g 与 更 分 别 为 相应 的 尺度 函数 与 小 波 函 
数 ,f(z) 是 属于 Vi 的 任 一 信号 ,可 以 由 Mallat 算法 进行 分 解 . 经 过 分 解 ,得 到 语 
音信 和 号 在 不 同 尺度 下 的 平滑 版 本 和 细节 版 本 (小 波 表示 ) ,其 中 小 波 表示 就 是 我 


们 的 特征 参数 、 


因为 语音 信号 频带 不 越过 20 kHz, 因 此 利用 Mallat 算法 时 ,我 们 用 第 五 级 
的 小 波 表示 为 特征 即 可 ,因此 得 到 WT 参数 的 计算 流程 如 图 6. 3. 5 所 示 . 


input 


output 


| 标号 i | 


最 临近 原则 


信道 -| 


查 表 


1 


码 书 


图 6.3.5 WT 参数 计算 流程 


1 


码 书 


有 人 曾经 对 WT 参数 的 提取 做 了 一 些 工作 . 他 们 把 从 话 简 接收 的 语音 信号 
首先 用 截止 频率 5 kHz 的 低 通 滤 波 器 进行 滤波 ,然后 用 采样 频率 为 10 kHz, 精 
度 12 bit 的 A/D 变换 器 进行 采样 ,得 到 语音 信号 ,采用 Mallat 算法 ,以 第 五 层 小 
波 表示 作为 WT 参数 . 从 实验 结果 来 看 ,很 大 程度 上 抑制 了 个 人 信息 ,而 且 对 品 
声 不 敏感 , 鲁 棒 性 强 , 对 特别 是 爆破 音 这 类 非 平稳 性 不 好 的 信息 有 很 好 的 描述 . 
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第 七 篇 ”分形 理论 及 其 应 用 


分 形 理论 是 美 籍 数学 家 Mandelbrot( 曼 德尔 布 洛 特 ) 于 20 世纪 60 一 70 年 
代 提出 和 建立 的 , 现 已 成 为 处 理 自然 科学 及 工程 中 许多 不 规则 图 形 的 强 有 力 工 
具 . 分 形 (fractal) 一 词 , 是 Mandelbrot 在 1975 年 首次 提出 的 ,其 原意 是 不 规则 、 
支离破碎 等 意义 ,而 分 形 理论 主要 研究 不 规则 、 处 处 连续 而 处 处 不 可 微分 的 具有 
长 程 相关 性 、 非 平衡 性 的 统计 过 程 , 借 助 于 事物 内 部 的 自 相似 性 质 来 洞察 隐藏 于 
混沌 现象 中 的 精细 结构 . 作为 一 门 新 兴 的 非 线性 技术 ,分 形 理论 不 断 冲击 着 自然 
科学 、 社 会 科学 和 思维 科学 的 各 个 领域 ,在 各 个 领域 都 得 到 了 广泛 的 应 用 . 分 形 
理论 为 不 同学 科 发 现 新 的 规律 提供 了 岂 新 的 语言 和 定量 的 描述 ,为 现代 科学 的 
深入 发 展 提供 了 新 的 思路 和 方法 . 本 篇 介绍 分 形 理论 的 初步 知识 和 应 用 . 


第 一 章 分 形 的 例子 


长 期 以 来 ,人 们 习惯 在 Euclid 空间 E" 中 对 事物 进行 度量 ,并 且 建 立 了 Eu- 
clid 几何 来 对 事物 进行 刻画 . 但 Euclid 几何 的 要 素 是 直线 ,平面 , 圆 等 ,而 现实 生 
活 中 “ 云 不 是 球 , 山 岳 不 是 锥 体 ,海岸 线 不 是 圆 , 树 皮 不 是 光滑 的 ,闪电 也 不 是 沿 
直线 传播 "(Mandelbrot). 显然 Euclid 几何 不 足以 描述 现实 的 复杂 性 ,分 形 几何 
为 这 类 复杂 性 的 描述 提供 了 新 的 思想 和 方法 . 


第 一 节 ”经典 分 形 图 形 


一 、Cantor 集 
1883 年 Cantor 构造 出 如 下 的 集合 . 选取 线段 As = [0， 1], 将 其 三 等 分 并 
去 挤 中 间 的 一 段 , 记 所 得 的 集合 为 A 一 [0, 寺 ]U [ 子 ,1], A 的 长 度 为 2/3. 
对 这 两 条 较 短 的 线段 | 0， 言 ] 和 | 羡 ，1 ] 分 别 重复 刚才 的 步骤, 则 得 到 集合 As 一 
* 318， 


[o 二 Ju [去 , 志 ]U [县 ,于 ]U [时 1]， As 的 长 度 为 4/9. 按 照 这 种 方法 维 


续 下 去 得 到 A,( 图 7.1.1) ,其 长 度 为 ( 子 ) . 当 neo 时 就 得 到 了 Cantor 集 A， 
显然 Cantor 集 A 是 一 个 有 限 区 间 上 的 无 穷 集合 ,然而 它 的 长 度 为 0. 


图 7.1.1 Cantor 集 图 7.1.2 Koch 曲线 


二 、Koch( 科 赫 ) 曲线 


1904 年 Koch 设计 了 Koch 曲线 . 设 A。 = [0, 1], 将 其 三 等 分 并 以 中 间 一 
段 为 底 作 一 个 等 边 三 角形 ,然后 去 掉 中 间 的 一 段 , 得 到 一 条 折线 Ai，A, 的 长 度 
为 4/3. A, 由 四 条 短 直 线段 构成 ,对 每 一 条 短 直线 段 重 复 刚 才 的 步骤 ,得 到 集合 
A:，As 的 长 度 为 16/9. 按照 这 种 方法 继续 下 去 得 到 A, (图 7. 1. 2), 其 长 度 为 


” ( 寺 ) . 当 woo 时 就 得 到 了 Koch 曲线 4, 显 然 Koch 曲线 4 的 长 度 为 无 穷 在 


Koch 曲线 上 的 任意 一 点 都 不 能 作出 Koch 曲线 的 切线 , 即 Koch 曲线 是 处 处 连 
续 但 处 处 不 可 导 的 . 

如 果 对 一 个 等 边 三 角形 的 各 条 边 采 用 上 述 方法 处 理 就 得 到 一 Koch 雪花 
(图 7.1.3). 实 际 上 一 打 Koch 雪花 由 三 条 Koch 曲线 组 成 . 它 是 一 条 连续 的 闭 
曲线 ,不 会 自我 相交 且 其 长 度 是 无 限 的 . 但 是 Koch 雪花 的 面积 是 有 限 的 ,不 会 
超过 初始 三 角形 的 外 接 圆 的 面积 . 在 有 限 的 面积 内 可 以 画 出 长 度 无 限 的 不 会 自 
我 相交 的 曲线 ,这 是 一 个 与 通常 的 “合理 ?直觉 矛 盾 的 结果 . 


三 、Sierpinski( 希 尔 宾 斯 基 ) 垫 


1915 年 Sierpinski 创造 了 一 个 面积 为 零 , 边 长 为 无 限 的 图 形 (图 7.1.4), 人 
们 称 之 为 Sierpinski 垫 . 
» 319。 
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图 7.1.3 Koch 雪花 


先 将 一 个 等 边 三 角形 四 等 分 ,得 到 四 个 小 的 全 等 等 边 三 角形 , 挖 去 中 间 的 一 

个 , 留 下 其 余 的 三 个 小 三 角形 . 然后 对 留 下 的 三 个 小 的 三 角形 重复 上 述 步骤 至 无 
穷 次 ,就 得 到 了 Sierpinski 垫 . 每 挖 去 一 次 , 留 下 的 图 形 的 面积 为 原来 图 形 面积 
的 3/4, 周 长 为 原来 周 长 的 3/2, 因 此 

| Sierpinski 垫 的 面积 为 零 , 但 其 周 长 为 
如 果 将 一 个 正方 形 九 等 分 , 挖 去 中 

间 的 一 个 小 正方 形 .然后 对 余下 的 八 个 
小 正方 形 重复 上 述 步骤 至 无 穷 次 ,就 得 
到 了 Sierpinski 地 毯 (图 7. 1. 5), 同样 
Sierpinski 地 毯 也 是 面积 为 零 , 周 长 为 


区 无 穷 . 


四 、 经 典 分 形 图 形 的 特点 
图 7.1.5 Sierpinski 地 乱 


从 上 面 所 介绍 的 几 个 经 典 分 形 图 
形 , 我 们 可 以 看 出 它们 有 着 与 我 们 习惯 的 Euclid 空间 E* 中 的 图 形 不 一 致 的 地 方 ， 
@ 它们 具有 精细 的 结构 ,在 人 ` 的 一 部 分 图 形 上 也 有 复杂 的 结构 ; 
外 它们 非常 不 规则 ,以 至 于 无 法 用 传统 的 几何 语言 来 刻画 
@ 它们 的 产生 可 以 以 简单 的 递归 过 程 产生 ; 
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图 它们 具有 某 种 自 相似 性 ,即将 图 形 某 一 部 分 放大 又 可 以 得 到 整个 图 形 ， 
将 整个 图 形 缩小 就 得 到 图 形 的 一 部 分 . 


第 二 节 ”现实 中 的 分 形 


第 一 节 所 介绍 的 分 形 图 形 是 由 数学 家 们 创造 的 ,但 在 现实 生活 中 我 们 也 可 以 
看 见 非常 多 的 分 形 图 形 ,例如 树枝 ,河流 , 群 山 , 云 休 , 人 的 血管 , 肺 支气管 等 等 都 近 
似 地 具有 分 形 图 形 所 具有 的 特征 . 即 我 们 可 以 利用 一 些 分 形 图 形 来 近似 描述 这 些 
物体 ,图 7.1.6、7.1.7 可 以 用 来 描述 一 棵 树 的 树枝 形状 ,一 片 树叶 的 形状 


图 7.1.6 分 形 树枝 图 7.1.7 分 形 树叶 


现实 生活 中 一 个 非常 著名 的 分 形 的 例子 是 海岸 线 的 长 度 . 

在 起 伏 不 平 的 区 域 中 选取 一 段 海岸 线 来 测量 其 长 度 . 显然 ,这 个 长 度 大 于 这 
段 海岸 线 两 个 端点 之 间 的 直线 距离 ,除非 海岸 线 是 直 的 ,但 实际 情况 是 海岸 线 一 
般 来 说 都 是 非常 曲折 的 . 现在 先 采用 近似 测量 方法 . 用 一 个 直径 为 d 的 圆规 从 
海岸 线 的 一 个 端点 开始 画 圆 ,圆规 下 一 步 的 起 点 恰好 是 上 一 步 的 终点 (海岸 线 与 
圆 的 另 一 个 交点 ), 通 过 这 样 的 一 簇 圆 覆 盖 海 岸 线 . 设 这 一 簇 圆 的 个 数 为 N, 则 
海岸 线 的 近似 长 度 可 以 认为 是 L(d) = Nd. 在 近似 测量 中 我 们 实际 上 是 采用 圆 
的 直径 近似 代替 了 这 个 圆 所 覆盖 的 一 小 段 曲 折 的 海岸 线 . 一 般 而 言 , 当 减 小 圆 的 
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直径 d 时 ,近似 长 度 工 会 增 大 . Mandelbrot 在 他 早期 最 著名 的 一 篇 论文 “英国 的 
海岸 线 有 多 长 ?” 中 就 研究 了 这 一 现象 ,得 出 了 惊人 的 结论 :任何 海岸 线 都 是 无 限 
长 的 . 这 样 英国 的 海岸 线 、 美 国 海岸 线 和 中 国 的 海岸 线 具 有 相同 的 长 度 . 中 国 所 
有 的 海岸 线 和 中 国 台湾 的 海岸 线 具 有 相同 的 长 度 . 

这 一 现象 与 我 们 的 直觉 是 矛盾 的 . 原因 在 于 长 度 依赖 于 测量 单位 ,以 1 千 米 
为 单位 测量 海岸 线 , 得 到 的 近似 长 度 将 短 于 1 千 米 的 迁 回 曲折 都 忽略 掉 了 , 若 以 
1 米 为 单位 测量 , 则 能 测 出 某 些 被 忽略 掉 的 迁 回 曲折 ,长 度 将 变 大 ,测量 单位 进 
一 步 变 小 , 测 得 的 长 度 将 愈 来 愈 大 ,这 些 愈 来 愈 大 的 长 度 如 果 趋 近 于 一 个 确定 
值 ,这 个 极限 值 就 是 海岸 线 的 长 度 .但 实际 上 , 当 测 量 单位 变 小 时 ,所 得 的 长 度 是 
无 限 增 大 的 . 也 就 是 说 海岸 线 的 长 度 ,即使 是 近似 长 度 , 也 是 不 确定 的 , 它 取 决 于 
测量 时 所 用 的 尺度 . 这 就 不 难 理解 为 什么 不 同 的 国家 其 公共 边界 的 长 度 会 有 较 
大 的 差异 . 
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第 二 章 分 形 的 分 维 


维 数 是 度量 一 个 几何 对 象 的 一 个 重要 的 特征 量 . 我 们 习惯 认为 点 是 零 维 的 ， 
线 是 一 维 的 , 面 是 二 维 的 , 体 是 三 维 的 . 这 些 维 数 都 是 整数 ,但 对 分 形体 而 言 ,其 
维 数 不 一 定 是 整数 . 分形 几何 学 的 主要 研究 工具 是 它 的 许多 形式 的 分 维 . 


第 一 节 拓 扑 维 


定义 ”一 个 几何 对 象 的 拓扑 维 等 于 确定 其 一 个 点 的 位 置 所 需要 的 独立 坐标 
数目 ,拓扑 维 (Topology Dimension) 又 叫做 经 验 维 , 记 为 D7. 

在 数 轴 上 ,确定 一 个 点 只 需要 一 个 坐标 ,因此 称 数 轴 所 对 应 的 直线 是 一 维 
的 .更 一 般 的 ,对 二 维 平面 上 的 一 条 曲线 , 记 其 方程 为 y = /(z). 要 确定 该 曲线 
上 的 一 点 (z，y) 的 位 置 , 和 需要 确定 z 和 y 的 值 ,但 实际 上 只 需要 取 定 x 的 值 , 然 
后 由 y= f(z) 就 得 到 y 的 值 . 即 在 要 确定 该 曲线 上 的 一 点 (z,，?) 的 位 置 时 只 需 
要 一 个 独立 的 坐标 ,所 以 平面 上 曲线 的 拓扑 维 数 为 1. 同 理 , 对 空间 中 的 曲线 
工 二 z(),y 二 y(t),z 二 z(), 其 拓扑 维 也 是 1. 类 似 的 可 以 得 到 面 是 2 维 , 体 
是 3 维 的 结论 . 

拓扑 维 是 拓扑 变化 下 的 不 变量 . 对 一 个 几何 对 象 ,无 论 通 过 怎样 的 拉 伸 、 压 
缩 ,扭曲 变 成 其 他 形状 的 几何 对 象 , 几 何 对 象 的 拓扑 维 在 几何 对 象 变化 前 和 变化 
后 都 是 一 样 的 . 

我 们 讨论 拓扑 维 的 测量 方法 . 设 有 一 边 长 为 单位 长 度 的 正方 形 . 如 果 我 们 用 
7 二 1/2 的 尺子 去 测量 ,就 会 发 现 它 由 四 个 边 长 为 1/2 的 小 正方 形 组 成 ,用 N = 


NC) 表示 小 正方 形 数目 ,N 和 尺子 长 度 之 间 的 关系 就 有 N ( 广 ) 一 4 一 


jr 如 果 改 用 7 二 1/10 的 尺子 来 测量 , 则 覆盖 这 个 正方 形 的 小 正方 形 的 个 


数 为 N( 古 )= 100 虽然 尺 于 的 长 度 不 同 ,但 是 小 正方 形 的 数目 N 


人 
(1/10)™" 


和 7 的 负 2 次 指数 关系 不 变 , 即 N(r) = 十 . 而 对 于 正方 体 ,尺子 的 长 度 + 和 填 

充 这 个 正方 体 的 小 正方 体 的 数目 N 之 间 的 关系 为 N(r) = 点. 一 般 而 言 ,对 一 

个 维 数 为 D 的 几何 对 象 ,尺子 的 长 度 -和 覆盖 (或 填充 ) 它 的 小 盒子 数目 N 之 间 
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总 有 N(r) 一 二 成 立 ,两 边 同时 取 对 数 得 到 D 
一 一 也 CD. 这 就 是 拓扑 维 的 计算 公式 

1890 年 意大利 数学 家 Peano( 皮 亚 诺 ) 给 
出 了 著名 的 Peano 曲线 (图 7. 2. 1). 可 以 证 明 
Peano 曲线 经 过 平面 上 的 每 一 个 点 , 从 而 
Peano 曲线 填 满 整 个 平面 , 故 其 拓扑 维 应 该 与 
平面 的 拓扑 维 一 致 , 即 都 是 2. 但 Peano 曲线 作 
为 一 条 曲线 , 它 的 维 数 又 应 该 是 1, 这 产生 了 矛 
盾 . 可 见 拓扑 维 对 几何 对 象 的 刻画 是 非常 粗糙 
的 ,对 于 复杂 的 几何 对 象 它 无 法 进行 刻画 

更 直观 的 例子 是 毛线 团 . 从 远 处 观察 时 , 它 是 一 个 点 ,是 一 维 的 . 如 果 近 一 点 
它 是 一 个 球体 ,是 三 维 的 . 但 它 又 是 由 线 构成 的 ,因此 又 应 该 是 一 维 的 . 由 此 ,我 
们 需要 找到 几何 体 新 的 维 数 的 定义 


第 二 节 相 似 维 


相似 维 是 最 容易 理解 的 分 形 维 . 
根据 相似 性 ,现在 再 来 看 线段 、 正 方形 和 立方 体 的 维 数 . 首先 ,把 线段 、 正 方 
形 和 立方 体 的 边 分 成 两 等 份 . 这 样 ,线段 成 为 一 半 长 度 的 两 个 线段 ,正方 形 则 是 
边 长 为 原来 边 长 的 1/2 的 四 个 正方 形 ,立方 体 则 是 边 长 为 原来 边 长 1/2 的 八 个 
小 立方 体 . 即 原来 的 线段 、 正 方形 和 立方 体 可 以 看 成 为 分 别 由 2、4、8 个 把 全 体 
分 成 1/2 的 小 相似 形 组 成 . 而 2、4、8 可 以 记 成 2 、2*、2 ,这 里 的 指数 1、2、3 
分 别 与 线段 、 正 方形 和 立方 体 的 拓扑 维 Dr 相 一 致 . 一 般 的 ,如 果菜 图 形 是 由 把 
全 体 缩小 为 1/a 的 a? 个 相似 图 形 构成 的 ,那么 此 指数 D 就 具有 维 数 的 意义 .此 
维 数 就 是 相似 维 . 
定义 ”如 果 一 个 几何 体 是 由 全 体 缩小 1/4 的 b 个 相似 形 所 构成 , 则 
Inb 
Ina 
叫做 该 几何 体 的 相似 维 (similarity dimension) , 记 为 Ds.a 叫做 相似 比例 系数 . 
从 相似 维 的 定义 和 拓扑 维 的 计算 公式 可 以 看 出 ,相似 维 是 拓扑 维 的 推广 , 它 
们 的 思路 是 一 样 的 . 
我 们 可 以 将 Cantor 集 看 成 把 全 体 缩小 成 1/3 的 两 个 相似 形 构 成 ,所 以 
Cantor 集 的 相似 维 是 In 2/In 3 ~ 0. 630 9. 这 是 一 个 非 整数 值 的 维 数 , 它 定量 地 表 
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图 7.2.1 Peano 曲线 


示 了 Cantor 集 的 复杂 程度 . 一 般 而 言 ,分 形体 的 复杂 程度 可 以 用 其 维 数 来 定量 
地 刻画 . 同样 的 讨论 可 以 知道 ,Koch 曲线 的 相似 维 是 In 4/ln 3 a 1. 261 8, Sier- 
pinski 垫 的 相似 维 是 In3/in2 a1.5850. 特别 地 ,Peano 曲线 可 以 看 成 把 全 体 缩 
小 1/2 的 四 个 相似 形 构 成 ,所 以 Peano 曲线 的 相似 维 是 In 4/ln 2 = 2. 这 是 一 个 
整数 值 的 相似 维 , 可 以 看 成 是 非 整数 值 相似 维 的 特殊 情形 . 

提出 相似 维 是 把 几何 体 的 维 数 从 整数 值 扩大 到 非 整 数值 的 划时代 的 进步 . 
但 是 应 该 看 到 ,依据 相似 维 的 定义 ,只 有 具有 严格 的 自 相似 性 的 分 形体 才 具 有 相 
似 维 , 因 此 它 的 应 用 范围 是 非常 有 限 的 . 


第 三 节 容 量 维 


容量 维 由 于 容易 计算 和 实验 测量 ,是 一 种 普遍 使 用 的 维 数 . 
定义 设 几何 体 下 在 ” 维 欧 氏 空间 E" 中 有 界 ， NO 守 示 要 下 的 边 长 为 
7 的 小 立方 体 的 最 小 数目 ,如 果 极 限 


InNo) __ 1 InNG) 
nD 一 Inr 


存在 , 则 这 个 极限 叫做 几何 体 下 的 容量 维 (capacity dimension), 或 盒 维 , 记 
为 Dc. 

容量 维 有 许多 等 价 的 定义 ,实际 上 是 集合 N() 的 不 同 取 法 ,通常 有 以 下 几 种 ， 

(1) 覆盖 下 的 半径 为 的 最 小 闭 球体 数目 ; 

(2) r 网 中 与 下 相交 的 网 格 数目 ; 

(3) 覆盖 下 的 直径 最 多 为 r 的 最 少 集合 数目 ; 

(4) 球 心 在 下 中 ,半径 为 7 的 相互 不 相交 的 球 的 最 大 数目 . 

这 五 种 概念 的 N(r) 可 以 参见 图 7. 2. 2, 其 中 (a) 与 定义 对 应 ,(b) 一 (e) 与 等 
价 定义 中 (1) 一 (4) 分 别 对 应 . 

对 具有 严格 的 自 相似 性 的 分 形体 ,可 以 取 r 二 (1/a)*, 则 N(r) = 以 , 故 相似 
维和 容量 维 相等 . 因此 Cantor 集 的 容量 维 是 In 2/ln 3 ~ 0. 630 9, Koch 曲线 的 
容量 维 是 In 4/ln 3 ~ 1. 261 8，Sierpinski 垫 的 容量 维 是 In 3/ln 2 ~ 1. 585 0， 
Peano 曲线 容量 维 是 ln 4/ln 2 = 2. 

应 该 看 到 容量 维 的 应 用 范围 要 比 相 似 维 的 应 用 范围 大 得 多 . 相似 维 要 求 分 
形体 在 各 个 生成 阶段 (不 同 的 级 ) 具 有 同样 的 相似 比例 系数 ,但 容量 维 对 此 并 无 
要 求 , 可 以 允许 生产 分 形体 时 在 不 同 的 级 选取 不 同 的 相似 比例 系数 . 

在 实际 计算 容量 维 时 ,可 以 首先 选 定 一 个 覆盖 几何 体 下 的 立方 体 .然后 , 任 
意 给 定 一 个 正 数 ~, 以 ~ 为 边 长 将 覆盖 下 的 立方 体 分 割 成 若干 小 立方 体 . 通过 对 
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3 
图 7.2.2 N(r) 的 不 同 取 法 


立方 体内 所 有 的 点 进行 扫描 ,记录 含有 几何 体 下 中 点 的 小 立方 体 数目 , 记 为 
N(7) ,那么 比值 In NCr)/ln(1/7) 可 以 看 成 De 的 近似 值 . 当 加 细 分 割 ,例如 以 
r/2 代替 7 时 ,重复 计算 过 程 ,得 出 新 的 比值 . 如 两 次 比值 接近 , 则 可 以 认为 得 到 
了 几何 体 F 容量 维 Dc 的 较 精确 的 近似 值 . 


第 四 节 信 息 维 


在 容量 维 的 定义 中 ,为 了 求 几何 体 下 的 Dc, 需 要 知道 包含 下 中 点 的 小 立方 
体 的 数目 ,但 这 样 的 小 立方 体 包含 多 少 个 下 中 的 点 并 未 加 考虑 . 也 就 是 说 ,容量 
维 Dc 只 包含 了 几何 体 下 的 几何 尺度 的 信息 ,而 没有 反映 下 在 空间 中 分 布 的 朴 
密 信息 . 为 了 能 反映 几何 体 F 的 空间 分 布 信息 ,定义 信息 维 . 

定义 1 设 几何 体 下 在 n 维 欧 氏 空间 E" 中 有 界 ,N(r) 表 示 覆 盖 下 的 边 长 
为 r 的 小 立方 体 的 最 小 数目 . 记 p; 为 几何 体 下 中 的 点 落 在 第 i 个 小 立方 体 中 的 
概率 (i = 1, 2, …, N(7)), 令 


I(7) = Dpiln(1/p), 
台 


。326。 


如 果 极 限 
I(7) TCD 


li /= li 


存在 , 则 这 个 极限 叫做 几何 体 下 的 信息 维 (information dimension) , 记 为 Pi- 

如 果 所 有 的 小 立方 体 以 相等 的 概率 包含 几何 体 下 中 的 点 , 则 p; = 1/N(7)， 
于 是 I(r) = ln N(r). 这 样 信息 维 D; 便 与 容量 维 Dc 一 致 . 可 见 ,容量 维 Dc 是 
信息 维 D, 的 一 种 特殊 情形 ,或 信息 维 Di 是 容量 维 De 的 推广 .计算 概率 户 的 
简单 方法 是 用 落 在 第 i 个 小 立方 体 中 的 点 的 频率 代替 概率 ,因此 在 计算 时 要 求 
点 的 数目 比较 大 . 

还 可 以 将 信息 维 D, 推广 到 高 次 信息 维 D,. 

定义 2 设 几何 体 下 在 n 维 欧 氏 空间 E" 中 有 界 ,N(r) 表 示 覆 盖 下 的 边 长 
为 > 的 小 立方 体 的 最 小 数目 . 记 p; 为 几何 体 下 中 的 点 落 在 第 ; 个 小 立方 体 中 的 
概率 (i 二 1,2,…,N(7)), 令 


如 果 极限 


存在 , 则 这 个 极限 叫做 几何 体 下 的 % 次 信息 维 , 记 为 D,. 

高 次 信息 维 又 叫 广义 维 , 它 是 将 信息 维 广义 化 后 的 量 . 如 果 考 虑 让 g-~*1, 因 
为 = pi X pi 二 piexp[(q 一 1)ln pi] 及 [(q 一 1)In pi] 的 值 很 小 ,可 以 近似 
的 将 p:" 表示 为 加 [1 十 (dg 一 1)ln 轧 ], 再 应 用 L'Hospital 法 则 得 


， > 站 
lim hn) = lim Tg 2 


NO 


In D2)[p;+ (gq— Dpiln p:] 
一 lim 一 全 一 一 一 一 
gl 1 一 9 


CD 


=— Dpiln p: = I(7). 
pa 


此 时 得 到 的 广义 维 就 是 信息 维 , 即 D, |,-: = Di. 
如 果 让 g 一 0* , 则 此 时 的 广义 维 就 是 容量 维 , 即 D, |,-。= De. 这 是 因为 


人 当 户 一 0; 
1， 当 pi 关 0， 


lim p? = 
re 
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即 Dp? 只 能 等 于 含有 几何 体 下 中 点 的 小 立方 体 数目 . 


高 次 信息 维 D, 有 一 个 重要 的 性 质 ,9 越 大 , D, 越 小 , 即 通常 有 下 面 的 不 
等 式 
D, > De。 ( 当 gq 过 gq; 时 ). 


根据 这 个 不 等 式 , 取 g 二 0 和 1, 则 有 Dc 之 Di 


第 五 节 关 联 维 


相似 维 、 容 量 维和 信息 维 对 低 维 空间 的 几何 对 象 非常 有 用 ,但 是 在 高 维 空间 
中 的 应 用 却 受到 很 大 的 限制 ,因此 从 理论 上 讲 迫切 需要 定义 其 他 的 分 维 数 . 自然 
界 的 事物 十 分 复杂 ,目前 我 们 完全 认识 的 只 是 其 中 较 简 单 的 那 一 部 分 ,对 复杂 系 
统 的 组 成 ,状态 等 还 缺乏 透彻 的 了 解 . 但 可 以 肯定 的 是 ,复杂 系统 的 状态 空间 、 参 
数 空间 等 的 维 数 都 是 高 维 的 ,其 维 数 可 能 成 百 上 千 . 对 于 如 此 复杂 的 系统 ,能 否 
寻找 一 种 方法 降低 它 的 维 数 呢 ? 甚至 用 一 种 简单 的 时 间 序 列 来 映射 系统 的 运动 
变化 特征 呢 ? 这 就 产生 了 关联 维 . 关联 维 常 常用 来 刻画 时 间 序列 zl ，za，…，zv 
的 自 相似 性 . 

首先 由 时 间 序 列 = ，zz，…，z, 构造 出 m 维 相 空间 (m 称 为 嵌入 维 ). 常用 
的 方法 是 时 间 差 法 , 即 按 一 定 的 时 间 间 隔 p 从 时 间 序 列 中 取出 数 来 作为 分 量 构 
造 向 量 : 


Yi = (Ti Zitp? Titaps 9， Titemdp) (i = 1,2,.), 
构造 好 向 量 y; 后 ,定义 向 量 y; 和 y, 之 间 的 距离 : 


ry = max rr ， 
” StEm | 关 一 史 1 


其 中 ,ys 表示 向 量 y; 的 第 4 个 分 量 , 即 ya 一 zs+oron。 

如 果 % 和 y; 之 间 的 距离 小 于 给 定 的 标 度 ~ 就 称 这 两 个 向 量 是 有 关联 的 . 
若 总 共 构造 了 N 个 向 量 , 则 有 N? 对 向 量 可 能 相关 联 . 对 于 给 定 的 标 度 7, 统 计 
相 空 间 中 相关 联 的 向 量 对 数目 所 占 的 比例 : 


co = 二 思 Hor 一 nm)， 
5 


其 中 ,函数 H(z) 为 阶 跃 函数 , 即 


1， 当 z>0; 


H 一 
2 G 当 z<o. 
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如 果 标 度 ~ 取得 太 大 ,任何 一 对 向 量 都 是 关联 的 , C(r) = 1, 取 对 数 后 为 0; 
如 果 标 度 7 取得 合适 的 话 , 就 可 以 定义 关联 维 了 . 
定义 ”如果 极限 


lim jn CC 
ro lnr 


存在 , 则 这 个 极限 叫做 时 间 序 列 zx, ，zz ，…，ze 的 关联 维 (correlation dimen- 
sion), 记 为 Do. 其 中 ,C(r) 的 定义 如 前 所 述 . 

如 果 标 度 ~ 取得 太 小 , 低 于 环境 噪音 和 测量 误差 造成 的 向 量 差异 , 则 上 式 计 
算得 到 的 就 不 是 关联 维 Da ,而 是 嵌入 维 m 了 . 因此 在 实际 计算 中 ,往往 采用 下 
面 的 计算 步骤 : 

(1) 给 定 一 个 时 间 间 隔 ,给 定 一 个 嵌入 维 m, 给 出 并 变化 标 度 7, 计 算出 点 
列 {(lnr, In C(7))}; 

(2) 作出 点 列 {(ln r，ln CCr) } 的 点 图 ， 

(3) 在 >= 0 附近 求 点 列 (ln ~, ln C(r)) 的 拟 合 直线 ,得 到 拟 合 直线 的 
斜率 ; 

(4) 变化 谱 入 维 m, 重 复 上 面 的 过 程 ,直到 拟 合 直线 的 斜率 不 再 发 生变 化 . 

此 时 的 嵌入 维 m 称 为 饱和 嵌入 维 zc; 此 时 的 拟 合 直线 斜率 就 是 关联 
维 Dec. 

饱和 媒人 维 me 是 一 个 重要 的 参数 . 如 果 人 饱和 工人 维 me 存在 ,就 说 明 该 时 
间 序 列 具 有 分 形 性 质 , 否 则 该 时 间 序 列 是 随机 序列 ,不 具有 分 形 性 质 . 


第 六 节 ”Hausdorff 维 


波恩 大 学 数学 家 Hausdorff 1919 年 从 测度 的 角度 引入 了 Hausdorff 维 . 在 
讨论 Hausdorff 维 之 前 , 先 来 看 一 下 Hausdorff 测度 . 
定义 1 设 下 为 n 维 欧 氏 空间 EE' 的 几何 体 ,d(z，y) 为 两 点 间 的 距离 函数 , 则 


sup{d(z, y) | x,y € F} 


叫做 几何 体 F 的 直径 , 记 为 |F|. 
定义 2 设 下 为 维 欧 氏 空间 E" 的 几何 体 , 设 有 可 数 个 直径 不 超过 6 (3 > 


0) 的 几何 体 Fi, 即 0 过 | F; | 之 3, 使 得 CU F; , 则 说 {F,} 为 下 的 一 个 6 相关 
一 般 而 言 ,FP 的 8 覆盖 是 不 止 一 个 的 - 
定义 3 设 * 是 一 个 非 负数 ,定义 
天 =inf{ 立 | Fl'| 1{F.) 为 下 的 8 覆盖). 


“229% 


如 果 极 限 lim H;(F) 存 在 , 则 把 这 个 极限 则 做 下 的 s 维 Hausdorff 测度 , 记 


eo 


H'(F) = lim H;(F). 


eo” 


实际 上 , lim H;(F) 总 是 存在 的 ,但 极限 值 可 以 是 (并 且 通 常 是 )0 或 ce. 
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如 果 下 = 多 , 则 H'(F) = 0; 如 果 ECSF, 则 H'(E) < H’(F). 可 以 证 明 ， 
如 果 {F,) 为 任何 可 数 的 分 离 Borel 集 序列 , 则 H'(U F,) = >) H'(F,) .测度 基 


本 上 只 是 赋予 集合 (这 里 指 几何 体 下 ) 以 数值 “大 小 ”的 一 种 方式 ,如 果 和 集合 是 以 
合理 的 方式 分 解 为 有 限 或 可 数 个 部 分 , 则 整体 的 数值 应 该 是 各 部 分 数值 之 和 . 这 
就 是 我 们 为 什么 把 H' (FF) 叫 做 测度 . Hausdorff 测度 推广 了 长 度 ,面积 和 体积 等 
Hausdorff 测度 具有 如 下 性 质 : 
(D) 设 FC ,X40, 则 有 定 比 性 质 : 


H'QF) = XH'(F), 
其 中 ,2F = {Xr |zEF). 
(2) 设 FCE", f:F 一 E" 为 一 映射 , 且 对 正 值 常数 c 和 a, 有 Holder 条 件 : 
[f(t)—fW Se|zr—yl, Yr,yEF, 


则 对 任意 s 有 
Hp(f(F)) = eH'(F). 


所 以 ,如 果 | f(z) 一 f(y) 1=1z 一 y1, 则 有 H'(f(F)) = H'(F), 即 Hausdorff 
测度 对 平移 和 旋转 保持 不 变 . 


下 面 来 讨论 Hausdorff 维 . 从 H;(F) 的 定义 可 以 看 出 ,对 任意 给 定 的 几何 体 
下 和 6 二 1, H;(F) 对 s 是 不 增 的 ,因此 H'(F) 对 s 也 是 不 增 的 . 如 果 令 1 >:， 
{Fi} 是 下 的 一 个 6 覆盖 , 则 有 
DFS Fl’, 
H'(F)| 取 下 确 界 , 得 H;(F) < 87H;(F). 让 5 一 
0+ ,对 于 1 之 sy 车 H'(F)< 二 o, 则 H'(F) = 
0. 所 以 H'(F) 关 于 s 的 图 应 该 如 图 7. 2. 3 
所 示 . 这 表明 存在 * 的 一 个 临界 值 ,使 得 
一 一 一 一 一 H*(F) 从 co“ 路 ”到 0. 这 个 临界 值 就 叫 下 的 
s Hausdorff 维 . 
图 7.2.3 H'(F) 对 :的 图 定义 4 设 下 为 n 维 欧 氏 空间 E” 中 的 
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几何 体 ， 
inf{s | H:(F) = 0} = supfs | H'(F) = co} 
叫做 下 的 Hausdorff 维 , 记 为 Ds. 
从 Hausdorff 维 Du 的 定义 可 以 知道 ， 


co， 当 *< Du 时; 
0， 当 s> De 时 . 


如 果 s = Da, 则 H'(F) 可 以 为 0, 或 ,或 一 个 有 限 的 正 数 . 

从 Hausdorff 测度 的 性 质 可 以 得 到 Hausdorff 维 Dn 的 许多 性 质 ， 

(1) 如 果 下 CE 为 开 集 , 则 Dn(F) = n, 这 是 因为 下 中 包含 一 个 n 维 体积 
的 球体 . _ 

《2) 如 果 下 为 E* 中 的 m 维 光滑 曲面 , 则 Dn(F) = m. 

(3) 如 果 ECF, 则 Dn(E) < Dn(F). 


(4) 如 果 {F} 为 可 数 的 序列 , 则 Du es Sop {Du (FO)}. 
(5) 如 果 下 是 可 数 的 , 则 Dn(F) = 0. 
(6) 如 果 下 CC E", 映射 f:F->E” 满足 Holder 条 件 : 


[f(D) -fy |<elz—yl, Vr,yE€EF, 


(FY -{ 


则 DuC7CP)) < DuF). 
(7) 如 果 下 CC E", 映射 f:F->E" 满足 双 Lipschitz 条 件 : 
alz—yl<|l f(D)—foy) lolz—yl, Vr,yE€EF,0<a<o<™, 


则 Dn (fC(F)) = DaCF). 

在 计算 中 ,常常 采用 基于 “用 尺度 进行 度量 ”的 设想 ,并 且 忽 略 小 于 尺度 时 的 
不 规则 性 ,然后 查看 当 尺度 趋向 于 0 时 这 些 测量 值 的 变化 . 这 实际 上 就 是 前 面 介 
绍 过 的 容量 维 ,所 以 容量 维 应 该 是 Hausdorff 维 的 变形 ,因此 在 有 些 文献 中 直接 
就 将 容量 维 叫做 Hausdorff 维 . 容量 维 的 计算 是 非常 方便 的 ,不 需要 用 到 测度 理 
论 ,但 也 正 因为 Hausdorff 维 是 用 测度 来 定义 的 ,所 以 在 严谨 的 理论 研究 上 就 非 
常 重要 了 . 


第 七 节 分 形 的 概念 
目前 关于 分 形 的 定义 还 没有 取得 一 致意 见 . Mandelbrot 1982 年 曾经 给 出 分 


形 的 一 个 原始 定义 ,把 Hausdorff 维 Da 严格 大 于 拓扑 维 Dr 的 集合 叫做 分 形 . 
SI 


但 由 于 发 现 该 定义 不 能 包含 已 经 发 现 的 部 分 分 形 图 形 ,四 年 后 他 又 提出 了 一 个 
实用 的 定义 ,把 组 成 部 分 以 某 种 方式 与 整体 相似 的 几何 体 思 做 分 形 . 这 个 定义 很 
通俗 且 直 观 , 很 受 大 家 的 欢迎 .事实 上 ,人 们 一 直 期 望 能 够 像 通常 的 数学 名 词 一 
样 给 出 分 形 一 个 严格 的 定义 ,但 是 现在 还 没有 这 样 的 分 形 的 定义 。 不 过 这 并 不 
影响 对 分 形 的 研究 和 应 用 ,就 像 现 在 还 没有 生命 的 定义 ,但 是 对 生命 科学 的 研究 
一 直 在 不 断 地 深入 。 

这 里 的 “ 某 种 方式 "是 指 “ 自 相似 ”, 即 在 任何 尺度 下 观察 某 一 几何 体 时 都 可 
以 得 到 相同 的 图 形 ,或 者 称 其 为 “无 特征 尺度 ”所谓 特征 尺度 是 指 某 一 种 事物 在 
空间 或 时 间 尺 度 上 具有 的 特定 的 数量 级 . 例如 ,描述 两 个 恒星 体 的 距离 的 特征 尺 
度 用 光 年 ,用 千 米 是 不 可 以 的 ;描述 两 个 城市 的 距离 的 特征 尺度 一 般 用 千 米 , 用 
光 年 或 厘米 就 没有 多 少 意义 了 ;而 要 描述 一 本 书 的 大 小 用 厘米 或 毫米 才 是 合适 
的 . 但 是 对 于 有 些 几何 体 , 它 本 身 包 含 很 多 层次 ,在 不 同 的 层次 上 观察 其 形状 却 
是 彼此 相似 的 ,我 们 也 说 这 些 几何 体 无 特征 尺度 , 即 在 一 定 范围 内 用 任何 尺度 考 
察 都 有 相同 或 相似 的 结果 . 对 于 现实 中 的 海岸 线 在 一 定 范围 内 是 无 尺度 特征 的 . 
当 在 一 张 比例 尺 为 百 万 分 之 一 的 地 图 上 看 一 个 海湾 时 ,如 果 将 地 图 的 比例 尺 放 
大 为 十 万 分 之 一 ,就 会 看 见 在 大 海湾 的 背景 下 还 有 一 些小 的 海湾 ,继续 放大 比例 
尺 则 在 小 海湾 的 背景 下 还 有 更 小 的 海湾 出 现 …… 这 就 告诉 我 们 在 一 定 的 范围 
内 ,无 论 用 什么 样 的 比例 尺 ,都 可 以 看 见 形状 相似 的 海湾 , 即 海岸 线 是 一 种 无 特 
征 尺 度 的 自 相 似 分 形体 . 

分 形 的 特征 除了 相似 性 外 ,还 有 分 维 性 , 即 其 维 数 一 般 是 非 整数 . 分 数 维 的 
产生 是 由 几何 体 的 非 规则 性 、 内 部 非 均 匀 性 与 破碎 性 决定 的 . 对 于 一 几何 体 ,其 
整体 越 不 规则 ,内 部 越 不 均匀 或 越 破碎 , 则 分 维 值 越 大 . 分 维 值 的 大 小 ,反映 了 几 
何 体 整 体 的 不 规则 程度 、 内 部 的 不 均匀 程度 或 破碎 程度 . 需要 说 明 的 是 ,分 维 还 
有 许多 其 他 的 定义 ,在 不 同 的 领域 中 ,根据 研究 对 象 不 同 的 特点 及 不 同 的 研究 目 
的 往往 会 采用 不 同 的 分 维 定义 . 
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第 三 章 分 形 的 生成 


分 形 具 有 精细 的 结构 ,在 任意 小 的 一 部 分 上 也 有 复杂 的 结构 ,而 且 它们 非 
常 不 规则 ,以 至 于 无 法 用 传统 的 几何 语言 来 刻画 . 但 是 分 形 集合 应 该 而 且 必 须 
能 够 刻画 出 来 . 许多 分 形 可 以 看 成 是 由 一 些 与 整体 以 某 种 方式 相似 的 部 分 组 
成 ,因此 可 以 采用 简单 的 递归 过 程 来 产生 . 1981 年 Hutchinson 首先 提出 可 以 
用 压缩 映射 的 不 动 点 理论 来 产生 分 形 ,继而 1985 年 M. Barmsley 发 明了 迭代 
函数 系 (iterated function system, 简 记 为 IFS). IFS 是 描绘 分 形 的 强 有 力 的 数学 
方法 . 


第 一 节 分 形 空 间 


分 形 理论 与 应 用 问题 的 研究 总 是 在 一 个 假定 的 理想 空间 中 进行 的 , 一 个 完 
备 的 度量 空间 常常 能 够 满足 我 们 的 要 求 . 这 个 完备 的 度量 空间 就 是 我 们 要 讨论 
的 分 形 空间 . 

设 (X,，d) 是 一 个 完备 的 度量 空间 , 记 F(X) 为 X 的 全 体 非 空 紧 子 集 组 成 的 
空间 , 即 X 的 一 个 非 空 紧 子 集 是 F(X) 中 的 一 个 点 . 下面 定义 F(X) 中 的 度量 . 

定义 1 设 (X, d) 是 一 个 完备 的 度量 空间 , x E X, 集合 BE F(X)， 


d(xz, B) = min{d(z, y) | y € B} 


叫做 点 z 到 集合 的 距离 , 记 为 d(z，B). 
定义 2 设 (X, d) 是 一 个 完备 的 度量 空间 ,集合 A、BE F(X) , 称 


d(A, B) = max{d(z, B) | x € A), 


为 集合 A、B 的 距离 , 记 为 4(A, B). 

显然 , d(A, A) = max{d(z, A) | zr € A} =0. 

当 d(A, B) = 0 时 , 对 A 中 任意 一 点 z, 有 d(xz, B) = 0, 即 存在 yEB, 使 
得 dl(z, y) = 0, 所 以 y= xz, 从 而 z € B. 这 就 证 明了 如 果 d(A，B) = 0, 则 
ACB. 

如 果 集合 4, BE F(X)，, 一 般 来 说 d(A, B) 关 d(B, A), 因此 d(A, B) 不 
能 作为 FCX) 中 的 度量 . 

如 果 集 合 A, B, CE F(X), 则 ad(A, B) 之 d(A, C0) 十 d(C, B). 这 是 因为 
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d(z, B) = min{d(z, y) | y € B} 
min{d(r, z)+d(z, y) |y€ B}, Yz€EC, 
= d(zx, z)+min{d(z, y) | y € B}. 
令 d(z, z0) = minfd(z, z) | =E C), 则 
dlz, B) < dl(z, zo) 十 minfd(zo，y) | y € B} 
=d(z, CO)+min{d(z, y) |y€ B} 
<d(lz, CO) +max{min{d(z, y) | y€ B} |zE€C} 
=d(z, C) +daC, B), 
两 边 对 zxEX 取 最 大 值 , 得 d(A, B) < d(A, C)+d(C, B). 
定义 3 设 (X, d) 是 一 个 完备 的 度量 空间 ,集合 A、BE F(X)， 
h(A, B) = d(A, B) V d(B, A), 
叫做 集合 A，B 的 Hausdorff 距离 . 
定理 1 hh 是 空间 F(X) 中 的 一 个 度量 . 
证 令 集 合 A, B, C € F(X). 
(1) 显然 , h(A, B) 宕 0, h(A, A) = d(A, A) V d(A, A) = d(A, A) = 0; 
h(A, B) =0 时 ,d(A, B)==0 且 d(B, A) =0. 由 4d(A, B)=0 得 ACB， 
由 d(B, A)=0 得 BCA, 故 A= B. 
(2) 由 定义 , h(A，, B) = h(B, A). 
(3) 由 dlA, B) 和 d(A, 0C)+d(C, B) 及 d(B, A) 之 d(B, C) 二 d(C, A) 得 
h(A, B) = d(A, B) V d(B, A) . | 
[LalA, C)+d(C, B)] V [a(B, C)+d(C, A)] 
=d(A, C) V d(C, A)+a(C, B) V dlB, C) 
=h(A, C) +h(C, B). 


今后 度量 空间 (FCX)， 如 叫做 分 形 空间 ,可 以 证 明 (FCX)，/ 为 完备 空间 ， 
第 二 节 ”压缩 映射 与 IFS 


设 了 是 度量 空间 X 上 的 一 个 变换 , 记 y = f(z). 对 度量 空间 X 上 的 某 一 点 
工 代入 得 到 y 后 ,以 > 为 新 的 z 代入 再 得 到 新 的 y 值 ,不 断 的 重复 这 一 操作 , 记 
f(z)=7r, f(z) 一 fz), fz) = f° f(z) 一 FJCFCz))，…， 0 (Z) 一 
f(z) = 所 PCD)O 二 0,1,2,…). 变换 疡 叫做 度量 空间 X 上 的 一 个 迭代 . 
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定义 1 设 变换 W:E* 一 E* 具有 形式 


wo lbh 
其 中 (zx, y) 为 多 中 的 点 ,a, 6， c,d， ef 均 为 实数 , 则 W 叫做 一 个 (二 维 ) 仿 舟 


变换 
当 记 E? 中 的 点 为 z 时 ,上 式 常 记 为 


W(z) = Ar+t, 


#4-[: [中 
有 四 种 平面 仿 射 变换 具有 明显 的 几何 意义 , 记 


0 1 0 1 i 
4.-[ 1.4=[ 1 =[ “], a = [es ot 
Rk 0 0 1 sing cos0. 


A, 为 缩放 变换 ,A, 为 伸 长 变换 ,A, 为 剪 切 变换 ,4, 为 旋转 变换 (图 7. 3. 1). 


国策 哺 间 于 贡 本 
ey 


图 7.3.1 四 种 平面 仿 射 变换 


定义 2 设 了 为 度量 空间 (X, d) 上 的 变换 ,如 果 存 在 常数 0 二: 二 1, 使 得 了 


满足 
d(flz), f(%) Sd(z, y), Vr,yEX, 


则 了 叫做 压缩 映射 ,常数 s 叫做 压缩 因子 . 

IFS 是 由 一 个 完备 的 度量 空间 X, X 上 有 限 个 压缩 映射 W,(n 一 1，2，…， 
N) 及 分 别 对 应 的 压缩 因子 s, 所 构成 的 , 用 {X; W,, n 二 1，2，…，N) 表示 
IFS, 其 压缩 因子 为 s == max{s, | n= 1,2,…,N}. 
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定理 1 设 {X; 本 ,, 7 一 1,2,…，N} 是 以 * 为 压缩 因子 的 IFS, 定 义 分 形 
空间 (F(X), h) 上 的 变换 WW 为 


x 
W(B) = LU W,.(B), VB € F(X), 


则 W 为 完备 空间 (F(X), h) 上 以 * 为 压缩 因子 的 压缩 映射 , 它 唯一 的 不 动 点 PP 
满足 
P=W(P) = W,(CP)， 


县 P= lim W"(B), VBE F(X). 

定理 1 的 证 明 略 . . 

定理 1 中 的 不 动 点 已 称 为 IFS 的 吸引 子 , 是 一 个 分 形体 ,叫做 自 仿 射 分 形 . 
IFS 的 基本 思想 并 不 复杂 , 它 认定 几何 对 象 的 全 貌 与 局 部 ,在 仿 射 变换 的 意义 
下 ,具有 自 相似 结构 . 这 样 一 来 ,几何 对 象 的 整体 被 定义 之 后 , 选 定 若干 仿 射 变 
换 , 将 整体 形态 变换 到 局 部 . 并 且 这 一 过 程 可 以 不 断 地 进行 下 去 ,直到 得 到 满意 

.的 结果 ， 

例 1 设 d 为 欧 氏 空间 E' 上 的 距离 . 考虑 IFS{R; Wi，W}, 其 中 Wi(z) 

二 证 x， Ws(z) 一 二 zt 十 了 ,Bo 一 [0, 1], 问 已 = limW"(B。) 为何 物 ?压缩 因 


子 ;的 值 为 多 少 ? 
解 ” 由 “压缩 映射 是 连续 的 ”知道 对 W 二 WU W 是 连续 的 ,因此 只 要 每 次 
映射 两 端点 就 行 了 . 


Wi(0) = 0, Wi(1) = =>W(B,) = [0, 3]; 


mo =0 wm (#)= 4=w (fo #])= [0 #]: 
mw- 条 (二 -了 wo ])- [3 
EA 
A 


所 以 Wi(B) = [0， #]u[3, 


B, = W(B) = W,(B) U W,(B,) 
we i] Se THs 
i ju 3, | LU[§, $5]u[s, 1 


显然 , P = lim W"(B。) 就 是 经 典 的 Cantor 集 (图 7. 3. 2). 


o 1 
了 
1 2 
0 3 3 
本 
Wi (B,) Bi W:(B,) 
be 1 2 U0 
0 9 9 3 3 9 9 1 
es 人 一 一 EL 
Wi(B,) WW (B,) B: W:W, (B,) Wi(B,) 


图 7.3.2 产生 Cantor 集 的 IFS 示 意图 


1 1 
又 dWilz), Wy)) = | 了 均一 |= $1z-y|= ddz, y)， 


> ee 
doWs Cz), Wa(y)) = |z+3 3y 


即 s = 十， 号 一 于 ,所 以 = maxfay sa = 十. 

前 面 的 例子 说 明了 如 何 由 给 定 的 IES 求 其 吸引 子 , 反 过 来 ,如 果 已 经 给 出 了 
分 形 图 形 ,如 何 由 分 形 图 形 求 出 IFS 呢 ? 简单 的 方法 是 找 出 原 像 A, 和 第 一 次 
迭代 后 的 图 形 A ,分 析 两 者 之 间 的 关系 ,确定 出 几 个 对 应 的 仿 射 变换 即 可 . 

例 2 如 图 7.3.3(a) 所 示 ,A。 是 二 维 Euclid 空间 的 一 个 单位 正方 形 , 将 该 


(a) (b) (©) 


图 7.3.3 自 仿 射 分 形 
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正方 形 水 平方 向 五 等 份 ,去 掉 第 二 、 第 四 两 部 分 ,同时 在 铅 直方 向 上 将 正方 形 三 
等 份 ,去 掉 第 二 部 分 , 留 下 长 宽 比 为 3:5 的 六 个 小 矩形 (图 7. 3. 3(b)). 然后 对 每 
个 小 矩形 重复 上 面 的 操作 (图 7. 3. 3(c)) 下 去 就 会 产生 分 形体 . 求 产 生 该 分 形 图 
形 的 IFS. 

解 ”由 于 第 一 次 迭代 后 有 六 个 小 的 矩形 ,所 以 IFS 应 该 含有 六 个 变换 将 正 
方形 分 别 变换 成 六 个 小 的 矩形 . 设 IFS 为 {R2; Wi, Ws, Ws,W,, Ws,， We}) ,其 
中 W 将 正方 形变 换 成 第 i 小 矩形 (在 图 7. 3. 2(b) 中 按照 从 左 到 右 , 从 上 到 下 分 
别 命名 为 第 1, 第 2,… ,第 6 小 矩形 ), 只 要 求 出 这 六 个 仿 射 变 换 即 可 . 要 使 W 
将 单位 正方 形变 换 成 第 1 矩形 ,需要 W, 将 单位 正方 形 的 四 个 顶点 变换 成 第 1 
个 小 矩形 的 四 个 顶点 . 考虑 端点 的 如 下 对 应 关系 : 


C0, 0) ~ (0, 3); ,0) 一 ( 诗 ' 针 ); 
(0; D) -= (0, D); Q,D 一 ( 诗 ， 1). 
设 W， [Ej]- [ 2 J 人 将 上 面 的 条 件 代 人 可 以 解 得 
4 一 寺 'b 一 0,c 一 0,d 一 二 ,e=0, /== 和 2， 
1 0 0 
， 
同 理 可 以 求 出 其 余 的 五 个 仿 射 变 换 ， 
2 
w [|- 0 CE] 2 w [=- pu EF | 
3J L3 "3 3 
[1 o] 0 2 
aA [| 
Ba 3 
El 
"Ea 


需要 说 明 的 是 ,这 样 的 仿 射 变 换 不 唯一 ,如 可 以 用 
1 
0 入 
1 
二 


代替 Wl 同样 可 以 将 单位 正方 形变 换 为 第 1 小 矩形 ,只 是 此 时 的 顶点 对 应 关系 
变 为 


(0,0) 一 (十 ， 1); Go 一 人 (于 全) 


(0,，1) ~ (0，1)， a,D = (0,3). 


三 节 分 形 曲 面 插 值 


分 形体 可 以 看 成 是 一 个 IFS 的 吸引 子 . 分 形 插值 方法 是 依据 IFS 而 建立 起 
来 的 一 种 新 的 数值 方法 ,可 以 用 于 模拟 具有 分 形 性 质 的 几何 形体 . 本 节 只 介绍 分 
形 曲面 插值 的 迭代 算法 . 

分 形 曲 面 插值 的 思想 是 让 整个 区 域 与 每 一 个 小 区 域 都 相似 . 图 7. 3. 4 中 , 假 
设 整 个 区 域 是 一 个 包含 四 个 小 正方 形 的 大 正方 形 ,将 各 点 编号 1，2，…，9. 当 
进行 分 形 插值 时 ,大 正方 形 各 点 应 该 与 第 一 个 小 正方 形 的 各 点 有 对 应 关系 ， 
lt*1，2+12，3 沪 2，4*21，5*22，6-23，7 洲 4，8+32，95. 实 际 上 只 需要 
两 个 压缩 映射 Li (z) = xz/2, Ki(y) = /2 就 可 以 做 到 这 一 点 . 当 再 构造 出 函数 
有 n(x，y，z) 来 计算 各 点 上 的 函数 值 时 ,函数 组 L,(z),， Ki(y)， fi (zx，y，z) 就 
完成 了 对 第 一 个 小 正方 形 的 插值 . 同样 ,在 其 余 三 个 小 正方 形 中 进行 插值 时 也 要 
分 别 构造 出 三 组 相应 的 函数 组 . 


Ee 


(Ca) (b) 
图 7.3.4 分 形 插值 示意 图 
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一 般 的 , 设 区 间 I= [a, 趾 , 区 间 本 = [c, dj; 设 平面 区 域 D=TIXJ = {(z， 
areb, cy<d), 以 Ar, Ay 为 步 长 ,将 DD 剂 分 为 网 格 
aa 一 z<z < 一 … 一 rw 一 0 
c=% < < < y= d. 
在 网 格 上 给 定 一 组 数据 (z，ynm ，z.=)，, 寻 一 0，1，2，…，Ni 罗 一 0，1，2，…， 
AM. 欲 构 造 一 个 分 形 插值 函数 f: D 一 R 满足 
(ze Ym) =z,ms n=0,1,2,., N;m=0,1,2,.,M. 
记 到 = [zx], Jo 一 [my ym], Dn = 1 XJ (n=0,1,2,., Ni 
丸 一 0，1，2，…，M). 令 也 :了 一 了 ，K。,: J 一 了 J 为 压缩 变换 ,并 满足 边界 条 件 
L(x0o) = Ti, Li (XN) = I, 
Kn (yo) = yn, Kn YM) = ym， 
|L.(6)—L,(&) |<h 1&6 —&|, 
| KnCm)— Ka Cm) | 一 | nom—nl, 
其 中 ,6 Elm nEO0<h,h<1l. 
一 般 采 用 线性 函数 来 构造 L, 和 天。 令 工 ,(z) 一 az 十 名，K。(y) = cny 十 
cm， 则 由 边界 条 件 可 以 得 到 


= TT 0 一 Da-IZN 一 Tazo 
je ， 


Qn 
YN 一 并 0 TN 一 并 0 


cu = 加 二 加 -1 ，d。 = YM 一 yoyo. 
Ju 一 加 DM Yo 


设计 算 插 值 点 函数 值 的 F.. 。: D,, 。 一 [zms，zwwx] 是 连续 的 ,并 满足 端点 条 件 

Fn (To Yo Zo,0) = Za-l, m1? 
Fm (ZN, Yos ZN,0) = Zn, mls 
Fn(To, Yus Zo,M) = Lai, ms 
Fn (TN» YIM» LN, M) = Zn, me 

又 FF, 是 压缩 的 , 故 

[Fn bs mm) — Fn(b, pt) |<h ln—r|, 
其 中 ， 
&,& El;m mE rn, rt ELznmn, ml OCLl <1. 
假设 
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Fw(Z，3，z) 一 en nT fa ny Bn, mLy + an, mz ka ms 
则 请 , (Zz，y，z) 中 各 常数 可 以 通过 边界 条 件 来 确定 ,只 有 a. 为 自由 参量 ,但 
必须 满足 其 绝对 值 小 于 1. 由 端点 条 件 可 以 得 出 参数 6。 。，f,,。， gs,m， ,的 取 
值 . 记 
Pi we el i i 
hz = Zoyo — TNYo — Toyu 十 ZNJyM， 


-1 — an. m (Zo,0 — ZN,0) — Bn,m (Toyo — ZNY0), 


hy = zl, m1 一 2 
hy = Sal ml Lats mn — An, m (Lo,0 — Lo, M) — Bn, mn (Toyo — ToyM), 


则 有 
Bn = hi/hz, 


Enm 一 hi/(zxo— ZN), 
fr = hi/ (yo — yu), 
k,n = Eo, m — Cn, mTN — fo mIN — Qn, EN, M — En, mTNYIM. 


记 S = DX [zwn， zmxj, 定义 G,,n(z，y,z) 如 下 


FC, 2 2) 二 Fon,m To, y, 2)], 
当 z= zy 时 ;n=1,2,%, Nl;m=1,2,.,M; 
Gums yD = IEF es y © + Fan, 3 ©, 
当 y = yw 时 ;n=1,2,.", N; m=1,2,.", M—l1; 
开 .。(z，y，z) ,其 他 性 一 1， 2 …， Ni m=1,2,.…,M. 
在 S 上 定义 函数 组 W,, (zx, y, z) 为 
Wn x, y, 2) = {L(x), Ka.(y), Gn (XT, y, 2)}, 


n=0,1,2,., N;m=0,1,2,.…,M, 


则 得 到 S 上 的 一 个 IFS: 
{S; Wi 一 1，2,…， Nm 一 1，2，…，M)}. 


当 自由 参量 w. ,的 绝对 值 小 于 1 时 ,存在 惟一 的 GCS, 使 得 G 二 UU WO) 
为 唯一 的 吸引 子 ,G 就 是 满足 条 件 
(zs，ym) 一 zm n=0,1,2,., N;m=0,1,2,.…,M 


的 分 形 插值 曲面 
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第 四 章 分 形 的 应 用 


分 形 理论 从 其 诞生 之 日 起 ,就 在 许多 学 科 领 域 得 到 了 广泛 的 应 用 . 地 学 中 的 
许多 事物 都 十 分 复杂 ,是 非 线性 和 不 规则 的 ,广泛 地 存在 无 序 .混乱 、 不 规则 和 不 
光滑 的 复杂 现象 . 因此 ,作为 非 线性 科学 的 一 个 重要 分 支 , 分 形 理论 从 诞生 到 发 
展 都 与 地 学 密切 相关 ,并 且 在 地 学 中 的 应 用 也 是 特别 广泛 . 本 章 简要 介绍 分 形 理 
论 在 地 质 矿 产 资源 勘探 中 的 应 用 . 


第 一 节 ”确定 地 球 化 学 元 素 异 常 下 限 


地 球 化 学 元 素 异 常 下 限 是 判别 岩 体 是 否 成 为 矿 体 的 标准 . 地 球 化 学 异常 下 
限 的 确定 是 勘察 地 球 化 学 的 一 个 基本 问题 ,也 是 勘察 地 球 化 学 应 用 于 矿产 勘察 
时 决定 成 败 的 一 个 关键 环节 . 传统 的 确定 地 球 化 学 元 素 异 常 下 限 的 方法 基于 统 
计 学 理论 ,事先 假设 了 数据 是 连续 变化 的 . 

自 相似 性 ( 标 度 不 变性 ) 是 地 学 中 的 一 个 普遍 现象 . 地 壳 中 元 素 迁 移 聚 集 和 
成 矿 过 程 的 混沌 动力 学 机 制 , 地 质 环境 中 非 线性 过 程 的 相互 作用 是 造成 地 壳 元 
素 含量 与 矿 化 不 均匀 分 布 的 原因 ,并 由 此 导致 元 素 含量 ,矿床 储量 及 其 空间 分 布 
的 分 形 结构 . 矿产 资源 分 布 不 均匀 性 是 标 度 不 变 的 . 品位 分 布 的 这 种 不 均匀 性 有 
时 可 表现 为 极为 完美 的 自 相似 性 . 因此 ,可 以 使 用 分 形 理论 来 确定 地 球 化 学 异常 
下 限 . 

把 地 球 化 学 元 素 的 数据 记 为 (z;，y;，z;) ,其 中 z;，y; 代表 地 理 位 置 , zi 
代表 元 素 含量 . 我 们 把 (zx;，y;，z) 构 成 的 曲面 称 为 含量 曲面 . 显然 含量 曲面 
应 为 具有 分 形 性 质 的 曲面 , 即 采用 不 同 含量 尺度 计算 该 曲面 的 有 效 面 积 ( 指 
元 素 含量 高 于 给 定 的 含量 尺度 的 曲面 部 分 的 面积 ), 曲 面 的 有 效 面 积 在 某 标 
度 区 间 上 应 具有 标 度 不 变性 . 但 是 矿石 和 作为 非 矿石 的 岩石 的 化 学 元 素 含 
量 曲面 的 有 效 面 积 应 该 具有 不 同 的 标 度 不 变 区 间 , 即 当 元 素 含量 尺度 从 异 
常 下 限 以 下 升 到 异常 王 限 以 上 时 ,化 学 元 素 含量 曲面 的 有 效 面积 应 该 具有 
明显 不 同 的 维 数 . 

先 将 含量 曲面 的 投影 平面 用 矩形 网 络 分 割 为 边 长 为 AzX Ay 的 矩形 ,第 上 
个 矩形 记 为 abcd ,这 四 个 点 的 投影 高 度 为 hs ,ha ,ha，ha( 即 四 个 点 处 元 素 的 
含量 ). 选取 含量 尺度 ~, 当 his, ha， ha ,ha 均 大 于 或 等 于 r 时 ,计算 该 投影 网 格 
对 应 的 小 曲面 的 有 效 面 积 ,近似 有 效 面 积 公 式 为 
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Ni ws 一 HH 


Ailn) = BL/AT TR ha XR Fhe hey 


+VAz TF Cha ha) XVAy FCha —ha)’], 


否则 A (7) 二 0. 
整个 投影 网 络 对 应 在 曲面 上 的 覆盖 有 效 总 面积 可 近似 为 


六 
A(r) = > Am， 


‘1 
式 中 NN 是 小 矩形 数目 . 取 不 同 的 ~ 值 ,将 得 到 不 同 的 AC7). 
此 分 形 模型 为 
A(r) =0?,r>0, 


其 中 -表示 含量 尺度 ,C 称 为 比例 常数 ,D 称 为 分 维 数 ,A(r) 是 尺度 7 下 的 投影 
面积 . 

为 了 求 出 分 维 数 DD, 将 观测 数据 (ACri), ACrs)，… ,ACr,)) 和 (i, ro，…， 
克 ) 绘 在 双 对 数 坐 标 图 上 ,如 果 其 点 大 致 分 布 在 一 条 直线 上 的 话 ,分 维 数 D 可 以 
利用 直线 的 斜率 的 绝对 值 来 表示 ,也 就 是 说 ,将 观测 数据 (A(r)，A(rs)，…， 
Alr,)) 和 (ni, rs，…，,r,) 代 入 此 分 形 模型 ,然后 两 边 取 对 数 , 得 线性 回归 模型 


InA(r) =— Dlnr+lnC. 


用 最 小 二 乘法 求 出 斜率 D 的 估计 量 ，, 即 为 分 维 数 . 如 果 其 点 大 致 分 布 在 两 段 
直线 上 ,可 采用 分 段 拟 合 .为 了 提高 分 界 点 确定 的 客观 性 ,在 两 个 区 间 用 最 小 二 乘 
法 回归 时 用 最 优化 方法 确定 分 界 点 . 其 基本 思想 是 , 任 取 数据 点 za, 求 出 各 区 间 拟 
合 的 直线 与 原始 数据 之 间 的 剩余 平方 和 Si(i = 1, 2) 在 两 个 区 间 的 总 和 


S=5S+5; 


= DnA(r) +Dlnr;— nC 
台 


十 y [ln A(Cri) + D;ln ri — ln CJ. 

让 i。 取 遍 所 有 数据 点 ,使 S 取 最 小 值 的 点 & 即 为 分 界 点 ,D 和 D; 分 别 为 相应 
区 间 的 斜率 分 维 数 . 为 了 检验 回归 方程 的 显著 性 ,对 每 个 回归 方程 都 要 进行 相关 
系数 检验 及 方差 分 析 检 验 . 

用 所 求 维 数 确定 出 异常 下 限 后 ,用 大 于 异常 下 限 的 数据 绘制 异常 图 . 

采用 某 强烈 切割 区 的 1 : 20 万 地 球 化 学 数据 ,对 Ag, Mo, Bi, Pb 四 种 元 素 
使 用 上 面 的 方法 处 理 分 析 , 得 到 各 元 素 的 异常 下 限 值 ( 表 7. 4. 1, 图 7.4.1, 图 
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7.4.2, 图 7.4.3, 图 7.4.4) 和 异常 图 形 (图 7.4.5, 图 7.4.6, 图 7.4.7, 图 7.4.8， 
图 7.4.9, 图 7.4.10, 图 7.4.11, 图 7.4.12). 


表 7.4M 某 地 区 的 1: 20 万 地 球 化 学 数据 


异常 下 限 
130. 452 545 | 


1.001 997 


0. 501 207 


35.0855 


CT Ca 


图 7.4.1 Ag 元 素 InAInr 图 


> 


. ST 


图 7.4.3 Mo 元 素 InA 一 Inr 图 图 7.4.4 Pb 元 素 in4 一 Inr 图 


从 图 形 上 可 以 看 出 ,根据 这 一 方法 对 该 地 区 的 Ag、Bi、Mo、Pb 四 种 地 
球 化 学 元 素数 据 的 处 理 , 区 分 了 地 球 化 学 背景 值 和 异常 值 ,取得 了 较 好 的 效 
果 , 表 明 该 方法 能 提供 独特 的 信息 ,说明 分 维 数 是 划分 地 球 化 学 异常 的 一 个 
重要 参数 . 

”344 。 


图 7.4.5 Ag 的 原始 数据 三 维 图 图 7.4.6 Ag 的 三 维 异 常 图 


SS 
图 7.4.7 Hi 的 原始 数据 三 维 图 图 7.4.8 Bi 的 三 维 异 常 图 


图 7.4.9 Mo 的 原始 数据 三 维 图 图 7.4.10 Mo 的 三 维 异 常 图 


图 7.4.11 Pb 的 原始 数据 三 维 图 图 7.4.12 Pb 的 三 维 异常 图 
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第 二 节 ”用 分 形 研究 元 素 的 共生 组 合 性 


在 矿物 的 勘探 和 开采 中 ,常常 会 发 现 有 些 矿物 总 是 共生 的 . 通常 我 们 用 统计 
分 析 中 的 相关 分 析 来 判别 这 些 矿物 元 素 是 否 具有 相关 性 . 同样 ,也 可 以 考虑 采用 
分 形 理论 来 考察 矿物 元 素 的 这 种 关系 . 

计算 各 矿物 元 素 含量 的 g 次 信息 维 D,, 通 过 比较 各 矿物 元 素 含量 的 g 次 信 
息 维 D, 的 变化 趋势 来 判定 它们 的 关系 是 否 密切 . 

首先 将 数据 进行 标准 化 变换 消除 量 纲 ,再 将 标准 化 变换 后 的 各 元 素数 据 按 
从 小 到 大 的 次 序 排列 ,并 把 该 元 素数 据 分 布 的 总 区 间 分 成 + 个 子 区 间 . 计算 进入 
第 i 个 子 区 间 内 的 随机 数 的 频率 pi(i 一 1，2，…， 7)， 记 ， 


a 
L(7) = 127 


这 样 得 到 了 数据 JCn) ,TCr2)，… ,Jr,) 和 (ri， rs，…，, 7,) ,然后 将 该 数 
据 绘 在 双 对 数 坐标 系统 中 ( 即 ln 1, (x) 一 ln r) ,连接 各 点 ,曲线 存在 明显 的 直线 
段 , 则 存在 无 标 度 区 (9 > 0) ,说 明 数 据 具有 分 形 特征 ,可 以 使 用 分 形 理论 来 
处 理 . 

选用 某 地 区 某 年 的 化 探 异 常 查证 工作 中 的 Pb、Zn、Sb、Ag、Cu 元 素 含量 
数据 ,按照 前 面 的 计算 方法 计算 各 元 素 含量 的 g 次 信息 维 D,, 得 到 拟 合 图 (图 
7.4.13, 图 7.4.14, 图 7.4.15, 图 7.4.16, 图 7.4.17). 从 以 上 的 拟 合 图 可 以 看 出 
该 地 区 的 Pb,，Zn 元 素 的 信息 维 D, 变化 趋势 基本 一 致 ,说 明了 Pb、Zn 元 素 的 关系 
密切 ,Ag、Sb 之 间 的 关系 次 之 ,而 Cu 元 素 的 分 布 似乎 与 以 上 元 素 关 系 不 密切 . 这 
说 明 该 地 区 的 Pb、Zn 元 素 有 大 致 相同 的 成 矿 背景 和 成 矿 作 用 , Ag、Sb 之 间 的 成 
矿 背 景 和 成 矿 作用 也 比较 接近 ,但 Cu 的 成 矿 背景 和 成 矿 作用 明显 不 同 . 


0.95 1.05 
0.94 
0.93 

GS 0.92 S09 
0.91 
0.90| 
0.89 
9830 1 3 4 0800 05 10153035 30 35 

9 
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图 7.4.15 Sb 元 素 的 D, 拟 合 图 图 7.4.16 Ag 元 素 D, 拟 合 图 
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图 7.4.17 Cu 元 素 D, 拟 合 图 
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